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The work is dedicated to the problem of numerical simulation of the propagation of guided
modes in a planar three-layer dielectric waveguide.

Maxwell’s equations in a Gaussian system of units, material equations for linear isotropic
dielectric media and boundary conditions corresponding to guided TE modes were chosen
as a mathematical model of the waveguide propagation of polarized monochromatic electro-
magnetic radiation. Properties of this regular homogeneous open waveguide with three layers
having different refractive indices were investigated.

The formulation of such waveguide task consists of the Helmholtz equation obtained by re-
ducing the Maxwell equations, the boundary conditions for the TE modes and the asymptotic
conditions for the guided modes for the Helmholtz equation. To solve such waveguide prob-
lem, we used the wave coupling method which consists of the following steps: the method
of separation of variables is used to solve the Helmholtz equation, after that the solution
represented as a product of two functions (each depends only on one variable) and then we
substitute it into the boundary coupling conditions and form a system of linear algebraic
equations for further solving and finding the coefficients of phase deceleration and amplitude
coefficients. In addition to this method we used the method of separation of variables used to
solve the Helmholtz equation, the Gauss method, adapted for solving homogeneous system
of linear algebraic equations.

The work presents a scheme of a three-layer planar open waveguide, a graph of dispersion
curves showing the dependence of the phase deceleration coefficients on the thickness of the
waveguide and the graph of the transverse parts of the guided waveguide modes. All numerical
calculations and the described algorithm of symbolic numerical simulation are presented in
the computer algebra system called Maple.
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В настоящей работе рассматривается задача численного моделирования распростра-
нения направляемых мод в плоском трехслойном диэлектрическом волноводе.

В качестве математической модели волноводного распространения поляризационного
монохроматического электромагнитного излучения были выбраны уравнения Максвел-
ла в гауссовой системе единиц, материальные уравнения для линейных изотропных ди-
электрических сред и граничные условия, отвечающие направляемым ТЕ–модам. Были
изучены свойства данного регулярного однородного открытого волновода с тремя слоя-
ми, имеющими различные показатели преломления.

Постановка такой волноводной задачи состоит из уравнения Гельмгольца, получен-
ного путем редуцирования уравнений Максвелла, граничных условий, выделяющих
ТЕ–моды, и асимптотических условий, выделяющих направляемые моды, для уравнения
Гельмгольца. Для решения данной волноводной задачи использовался метод волнового
сопряжения, состоящий в следующем: для решения уравнения Гельмгольца использует-
ся метод разделения переменных и далее решение, представленное в виде произведения
двух функций (каждая зависит только от одной переменной), подставляем в граничные
условия сопряжения и формируем систему линейных алгебраических уравнений для
дальнейшего решения и нахождения коэффициентов фазового замедления и амплитуд-
ных коэффициентов. Помимо данного метода в работе использовались метод разделения
переменных, примененный для решения уравнения Гельмгольца, метод Гаусса, адапти-
рованный для решения однородных систем линейных алгебраических уравнений.

В работе представлены схема трехслойного планарного открытого волновода, график
дисперсионных кривых, показывающий зависимость коэффициентов фазового замедле-
ния от толщины волновода, и график поперечных частей направляемых волноводных
мод. Все численные расчеты и описанный алгоритм символьно численного моделирова-
ния представлены в системе компьютерной алгебры Maple.

Публикация подготовлена при финансовой поддержке Минобрнауки России (соглаше-
ние № 02.A03.21.0008) и при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов
№ 15-07-08795 и № 16-07-00556.

Ключевые слова: математическое моделирование, численные методы, символьно
численное моделирование, уравнение Гельмгольца, метод волнового сопряжения, чис-
ленное моделирование направляемых волноводных мод, открытый волновод.

1. Введение

В ходе настоящего исследования рассмотрены уравнения Максвелла, матери-
альные уравнения и граничные условия на бесконечности в рамках задачи моде-
лирования распространения направляемых волноводных мод в диэлектрическом
волноводе, предполагая гармоническую зависимость от времени и инвариантность
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компонент поля по y. В рамках данной задачи уравнения Максвелла редуцируют-
ся к уравнениям Гельмгольца. Также рассмотрены методы решения волноводной
задачи.

Математической постановкой задачи для направляемых мод, описанной выше,
является: 

((
∂2

∂z2
+

∂2

∂x2

)
+ k20ε(x)µ

)
Ey = 0,

E
(1)
y

∣∣∣
x=h,0

= E
(2)
y

∣∣∣
x=h,0

,

∂E
(1)
y

∂x

∣∣∣∣∣
x=h,0

=
∂E

(2)
y

∂x

∣∣∣∣∣
x=h,0

,

Ey −−−−−→
x→±∞

0,

где Ey — компонента вектора напряженности электрического поля, k0 — волновое
число в вакууме, n(x) — показатель преломления.

В рамках настоящей работы исследованы свойства открытого волновода: поля
и дисперсионного соотношения.

2. Основная часть

Будем рассматривать схему планарного трехслойного открытого волновода,
структура которого представлена на рис. 1.

Рис. 1. Схема плоского трехслойного диэлектрического волновода

Преобразуя уравнения Максвелла с помощью материальных уравнений, полу-
чим систему, которую можно представить в виде двух подсистем для ТЕ- и ТМ-
мод. В рамках данной работы будут рассматриваться только ТЕ-моды [2]. Редуци-
ровав данную подсистему, получаем уравнение Гельмгольца для ТЕ-моды [1]:((

∂2

∂z2
+

∂2

∂x2

)
+ k20ε(x)µ

)
Ey = 0. (1)
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Граничные и асимптотические условия для уравнения (1) имеют вид:
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y
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Применяем метод разделения переменных к уравнению Гельмгольца (1). В ре-
зультате, мы получаем два уравнения: для поперечной и продольной частей [2]:

Ψ′′ + k20n
2 (x) Ψ = k20β

2Ψ, (2)

U ′′ = −k20β2U, (3)

где Ψ — функция только переменного x, U — функция только переменного z, k20β
2

— постоянная, которую для удобства последующих выкладок берем со знаком ми-
нус, при этом ничего не предполагая о ее знаке. Сначала рассмотрим продольную
часть. Поскольку в рамках волноводной задачи рассматривается регулярный од-
нородный волновод, то решение уравнения (3) имеет вид [5]:

U = A exp (ik0βz) +B exp (−ik0βz) .

Теперь рассмотрим поперечную часть. Решение уравнения (2) должно удовле-
творять асимптотическим и граничным условиям. Для каждой подобласти выпи-
сываем решение уравнения (2) со своим показателем преломления [7]:

ψc = Ace
−k0
√
β2−n2x,

ψf = Af sin
(
k0

√
n2
f − β2x

)
+Bf cos

(
k0

√
n2
f − β2x

)
,

ψs = Ase
k0
√
β2−n2

sx,

где ψc — решение для покровного слоя, ψf — решение для волноводного слоя, ψs —
решение для подложки.

Составим систему из однородных линейных алгебраических уравнений (одно-
родная СЛАУ), в которой уравнениями будут являться условия непрерывности
решений на границах [1]:

Ac −Af sin
(
pf (β)h

)
−Bf cos

(
pf (β)h

)
= 0,

−Acpc (β)−Afpf (β) cos
(
pf (β)h

)
+Bfpf (β) sin

(
pf (β)h

)
= 0,

Bf −As = 0,

Afpf (β)−Asps (β) = 0,

где pf (β) = k0
√
n2
f − β2, pc (β) = k0

√
β2 − n2

c , ps (β) = k0
√
β2 − n2

s.
Для определения искомых величин Ac, Af , Bf и As необходимо решить одно-

родную СЛАУ:
M (β) ~A = ~0, (4)

Древицкий А.С., Севастьянов Л.А., Диваков Д.В. 25



где ~AT =
(
Ac, Af , Bf , As

)
— вектор искомых амплитудных коэффициентов, а мат-

рица M (β) имеет вид:

M (β) =


1 − sin

(
pf (β)h

)
− cos

(
pf (β)h

)
0

−pc (β) −pf cos
(
pf (β)h

)
pf sin

(
pf (β)h

)
0

0 0 1 −1

0 pf (β) 0 −ps (β)

 .

Для того, чтобы система (4) имела нетривиальное решение необходимо, чтобы
определитель матрицы её коэффициентов был равен нулю [3]. Определим значения
beta, численно найдя решения дисперсионного уравнения [2]:

detM (β) = 0.

График дисперсионных кривых показывает зависимость β от толщины волно-
водного слоя. На рис. 2 представлен график дисперсионных кривых для направ-
ляемых мод.

Рис. 2. График дисперсионных кривых

Рассмотрим решение волноводной задачи для направляемых мод. С помощью
найденных β находим амплитудные коэффициенты. Далее подставляем найденные
коэффициенты в решение уравнения (2) для разных слоев, тем самым получаем
поперечную часть ТЕ–моды [6].

На рис. 3 приведены графики поперечных частей ТЕ–моды для регулярного
однородного трехслойного открытого волновода (nc = 1, nf = 2, 10, ns = 1, 47,
h = 0, 55 мкм, λ = 0, 55 мкм).

В рамках решения данной волноводной задачи была использована система ком-
пьютерной алгебры Maple [4].
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Рис. 3. График поперечных частей волноводных мод

3. Выводы

В рамках настоящей работы был рассмотрен метод решения волноводной зада-
чи и было произведено численное моделирование распространения направленных
волноводных мод. В качестве метода решения был выбран метод волнового со-
пряжения. Произведен численный расчет модельного примера, соответствующего
регулярному однородному трехслойному открытому волноводу.
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