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Zusammenfassung. Der vorliegende Beitrag zeigt, wie Verteilungen
oszillierender elektrischer Ladungen bzw. die zeitliche Entwicklung einer
Ladungsdichte zur Extraktion geometrischer Formen in MR-Aufnahmen
eingesetzt werden k�onnen. Die Evolution wird mathematisch durch eine
Kontinuit�atsgleichung beschrieben und numerisch auf implizite Weise
�uber die Klein-Gordon-Gleichung gel�ost, die auch in der angegebenen
Diskretisierung eine Erhaltungsgr�o�e in Form von Ladungen besitzt. Die
Ermittlung deren Nulldurchg�ange ergibt bei geeigneter bildabh�angiger
Initialisierung eine Separierung in zusammenh�angender Teilobjekte.

Schl�usselw�orter: Evolutionsgleichungen, Erhaltungsgr�o�en,
Bildsegmentierung, Topologische Bildeigenschaften

1 Einleitung

Die Aufteilung eines Bildes in zusammenh�angende Bereiche, die in der Bildana-
lyse ein ebenso wichtiger wie schwieriger Verarbeitungsschritt ist, korrespondiert
in nat�urlicher Weise mit der Bestimmung der R�ander der zu separierenden Ge-
biete. F�ur die Segmentierung eines einzelnen Objekts l�a�t sich z.B. nach interak-
tiver Vorgabe initialer Kurven mit Hilfe von aktiven Konturen [4] ein m�oglicher
Objektrand mittels Minimierung von Energiefunktionalen schrittweise approxi-
mieren. Derartige Techniken sind allerdings sehr rechenaufwendig und erfordern,
da� die initialen Konturen insbesondere hinsichtlich ihrer topologischen Struktur
gute Ann�aherungen an die zu extrahierenden Objekte darstellen. Wird die Evolu-
tion der Randkurven nicht mehr explizit sondern z.B. anhand der Isolinien einer
Funktion (level set methods [5]) implizit beschrieben, so lassen sich topologische
Ver�anderungen wesentlich leichter handhaben und zudem werden verschiedene
Bildregionen parallel bearbeitet. Diese Methodik kann beispielsweise verwendet
werden, um eine durch Kurven gleicher Helligkeit gegebene Bildaufteilung weiter
zu verarbeiten und die Randkurven zu optimieren (siehe [3] als �Uberblick).

Der vorliegende Artikel stellt einen alternativen physikalisch motivierten An-
satz vor, bei dem sich die Gebietsaufteilung anhand ,,elektrischer" Ladungen
ergibt. Die Vorzeichen dieser Ladungen dienen der Markierung separierter Re-
gionen, die nach Einbringung konkurrierender Bildmerkmale als Ladungstr�ager



f�ur deren Trennung sorgt. Die Ladungen oszillieren, so da� sich gleichnamige
Ladungen lokal konzentrieren und die Randkurven zusammenh�angender Bildre-
gionen anhand der Nulldurchg�ange der Ladungsdichte bestimmt werden k�onnen.
Neben der Analyse von Variationsm�oglichkeiten f�ur die Initialisierung wird eine
numerische Umsetzung der Evolution vorgestellt, bei der zentrale Systemeigen-
schaften wie die Erhaltung der Gesamtladung von der kontinuierlichen Darstel-
lung auf die diskrete N�aherung �ubertragen werden. Anwendungen und Ergeb-
nisse der Methodik werden anhand medizinischer MR-Aufnahmen pr�asentiert.
Beginnen wollen wir aber mit der mathematischen Modellierung der Ladungs-
dichte und Konstruktion einer korrespondierenden Kontinuit�atsgleichung.

2 Mathematische Modellierung

Im Gegensatz zu Verfahren, die lediglich die Helligkeit eines Bildpunktes unter-
suchen und sich in Ihrer mathematischen Modellierung auf reellwertige Funk-
tionen beschr�anken, basiert die folgende Methodik auf der Analyse komplex-
wertiger Signale. (Wie sich die daraus ergebenden Freiheitsgrade f�ur Bildverar-
beitungszwecke ausnutzen lassen, wird sp�ater behandelt). Im weiteren sei daher

 (z) =  R(z) + i I(z) = r(z)ei�(z) (1)

ein komplexwertiges Signal (Wellenfunktion) in einer r�aumlichen (vektoriellen)
Variablen z, wobei der Realteil  R, der Imagin�arteil  I , die Amplitude r und
die Phase � reellwertige Funktionen in z darstellen.

Die Phasenfunktion � bzw. deren Gradient bildet einen geeigneten Ansatz-
punkt f�ur die Beschreibung der Ladungsdichte. Betrachtet man unendlich oft
di�erenzierbare Funktionen, so l�a�t sich zeigen (siehe [1]), da� das Wegintegral
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�uber geschlossene orientierte Kurven �z0 lediglich ganzzahlige Werte annimmt.
( � bezeichnet die zu  komplex konjugierte Funktion). F�ur Kurven in einer hin-
reichend kleinen Umgebung des Bezugspunkts z0 stellt dieser Wert die Ordnung
einer in z0 lokalisierten Singularit�at dar. F�ur Ordnungen ungleich null sind diese
Singularit�aten (z.B. in der Optik) als Speckles bekannt, in unserem Fall ist die
Ordnung als Anzahl der in z0 lokalisierten Elementarladungen zu interpretieren.

Um die Evolution dieser Ladungen zu beschreiben, f�uhren wir zus�atzlich
eine zeitliche Abh�angigkeit f�ur  ein, die durch die Variable t als Erg�anzung zur
r�aumlichen Variable z charakterisiert wird. Mit der Einschr�ankung auf normierte
Wellenfunktionen  l�a�t sich die folgende Kontinuit�atsgleichung konstruieren
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die die Ladungsdichte � mit einem Ladungsu� j in Korrespondenz setzt. (Auf
die Problematik der angesprochenen Renormierung wird in diesem Beitrag nicht
n�aher eingegangen). Gleichung (3) l�a�t sich bzgl. der Komponenten  und  �

separieren und damit in die Klein-Gordon-Gleichung

@2 (z; t)

@t2
= r2 (z; t)�m2 (z; t) (4)

�ubertragen. Die Funktion  � erf�ullt ebenfalls diese aus der relativistischen Quan-
tenmechanik (siehe z.B. [2]) bekannte Gleichung, mit deren Hilfe (3) implizit
gel�ost werden kann. Der �Ubergang von  zu  �, der gleichbedeutend ist mit einer
zeitlichen Inversion, vertauscht lediglich das Vorzeichen der Ladungen. Aufgrund
ihrer Linearit�at ist die Klein-Gordon-Gleichung (4) sowohl systemtheoretisch als
auch numerisch wesentlich besser beherrschbar als (3) und wird deshalb als Aus-
gangspunkt f�ur eine stabile Implementierung im Rahmen der Bildverarbeitung
dienen. Man beachte, da� (4) Freiheitsgrade f�ur  wie auch f�ur deren zeitliche
Ableitung @ =@t enth�alt, die gezielt f�ur Initialisierungen des zugeh�origen An-
fangswertproblems einsetzbar sind. Zudem ist anzumerken, da� (4) symmetrisch
hinsichtlich Zeitumkehr ist und der durch (3) beschriebene Ladungsu� somit
einen reversiblen, informationserhaltenden Proze� darstellt.

2.1 Initialisierung

Wie die Evolution �uber Initialisierungen gesteuert werden kann, l�a�t sich an-
hand lokaler Variationen der Phasenfunktion � bzw. Ladungsdichte � demonstri-
eren. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften von (4) haben weder ein Vorzeichen-
wechsel von � noch die Addition einer globalen Phase (Eichinvarianz) Einu� auf
die Entwicklung der Ladungsdichte. Stattdessen erzeugen lokale Variationen der
Phase ein Potential, da� die Entwicklung der Wellenfunktion leitet. Initialisiert
man � z.B. anhand der Helligkeitswerte eines gegebenen Bildes (abgebildet wird
auf eine H�alfte der m�oglichen Phasenwerte), so konzentrieren sich gleichnamige
Ladungen gem�a� des durch die Intensit�atsdi�erenzen erzeugten Potentials.

Eine zweite Alternative besteht darin, eine initiale Ladungsdichte durch ge-
zielte Variation von @ =@t zu generieren. In der zeitdiskreten N�aherung l�a�t sich
f�ur
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die initiale Ladungsdichte auf folgende Weise beschreiben:
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= sin(��) (mit Hilfe trigonometrischer Formeln). (5)



2.2 Numerische Implementierung

Aufbauend auf dieser Korrespondenz kann die Ladungsdichte z.B. anhand von
Bildintensit�aten initialisiert werden, deren Evolution dann geeignet numerisch
umgesetzt werden mu�. Dazu st�utzen wir uns auf die Klein-Gordon-Gleichung,
diskretisieren  zu e und approximieren (4) mittels �niter Di�erenzen, so da�
sich im eindimensionalen Fall die Gleichung

e (x; t+ 1) = 2 e (x; t) � e (x; t� 1)� em2 e (x; t)
+ec2� e (x+ 1; t)� 2 e (x; t) + e (x � 1; t)

�
; (6)

ergibt. (H�ohere Dimensionen behandelt man analog.) Die Skalierungen der Koor-
dinatenachsen sind in den Konstanten ec und em enthalten. Gleichung (6) beschreibt
eine Evolution, deren �Ubergangsmatrix symplektisch ist und die ihrerseits mit

b�(x; t) := e�(x; t)� e�(x; t� 1) =

= e (x; t)� e �(x; t+ 1) + e �(x; t � 1)
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eine Erhaltungsgr�o�e in Form eines diskreten Analogons zur Ladungsdichte be-
sitzt. Da e�(x; t) wegen der symplektischen �Ubergangsmatrix der Evolution mit je-
dem Zeitschritt (halbe Periodendauer) oszilliert, stellt b�(x; t) = e�(x; t)�e�(x; t�1)
eine Mittelung der approximierten Ladungsdichte e� �uber zwei Zeitschritte dar.

3 Anwendung in der Bildverarbeitung

Aufgrund dieser Oszillation bewegen sich die Nulldurchg�ange der Ladungsdichte,
die aufgrund der eindeutigen Unterscheidung durch das Ladungsvorzeichen Kur-
ven (f�ur eindimensionale Grundbereiche) bzw. Hyper�achen (f�ur h�ohere Dimen-
sionen) darstellen und somit zusammenh�angende Gebiete separieren, weitgehend
kontinuierlich. Nat�urlich k�onnen dabei topologische Ver�anderungen entstehen,
die im Rahmen der Bildverarbeitung wichtig sind, damit sich die Nulldurch-
gangslinien bzw. -�achen an Objektgrenzen e�ektiv ann�ahern k�onnen.

F�ur die Anwendung der beschriebenen Methodik ist es entscheidend, bin�are
Merkmale wie z.B. eine hell-dunkel-Unterscheidung f�ur die Separierung der Bil-
dregionen zu nutzen. Beispielsweise zeigt Abb. 1 Evolutionsschritte bei Ini-
tialisierungen anhand der Bildintensit�aten in einer MR-Aufnahme des Kopfes.
Die aus den Nulldurchg�angen resultierende Bildaufteilung kann als Vorverar-
beitung dienen, um Rauschminderungsverfahren an regionale Charakteristiken
anzupassen oder um Segmentierungsalgorithmen e�ektiv und e�zient auf Basis
der bereits erreichten Unterteilung zu gestalten. Weitere Einsatzm�oglichkeiten
ergeben sich, wenn in nat�urlicher Weise Phaseninformationen gegeben sind. Zum
Beispiel l�a�t sich damit der lokal variierende Winkel des Grauwertgradienten so
bearbeiten, da� sich Orientierungen lokal stabilisieren und in der Folge Kanten
oder Texturmerkmale besser detektierbar werden (siehe Abb. 2).



Abb. 1. Entwicklung der Ladungsdichte bei intensit�atsabh�angiger Initialisierung f�ur
eine MR-Aufnahme: Original (links) Evolution nach 10 (Mitte) bzw. 20 (rechts)
Zeitschritten. (Negative Ladungsdichten sind dunkel, positive sind hell dargestellt).

Abb. 2. Evolution des Gradientenwinkels (MR-Bild aus Abb. 1): Winkel im Bereich -�
(schwarz) bis � (wei�) zu Beginn (links), nach 10 (Mitte) und 20 (rechts) Zeitschritten.
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