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Zusammenfassung

Petri-Netze werden zur Modellierung und Analyse verschiedenster Systeme verwendet. Seit einigen Jah-
ren besch�aftigen sich mehrere Forschungsgruppen mit Erweiterungen von Petri-Netzen, die die Modellierung
kontinuierlicher Abl�aufe erleichtern. Markiert man in einem Petri-Netz die Stellen mit rellen Zahlen statt

"
tokens\ oder

"
Marken\, lassen sich stetige Gr�o�en wie z.B. Fl�ussigkeiten modellieren.

In meiner Diplomarbeit werden solche stetigen Petri-Netze im Rahmen eines gruppentheoretischen Ansatzes
f�ur Petri-Netze vorgestellt und ihre Eigenschaften untersucht. Repr�asentativ wird hier das Erreichbarkeits-
problem betrachtet und ein Algorithmus vorgestellt, der es entscheidet.

1 De�nition des stetigen Petri-Netzes

Ausgangspunkt f�ur die De�nition ist die gruppentheoretische Betrachtungsweise f�ur Petri-Netze, wie sie in der
Arbeitsgruppe von Prof. Bruno Brosowski an der Johann-Wolfgang-Goethe-Universit�at in Frankfurt am Main
im Laufe der letzten Jahre entwickelt wurde. Eine gute Darstellung dieses Ansatzes �ndet man in der Diplom-
arbeit [5] von Frau Petra Tix sowie in den Ausarbeitungen [1], [2] und [3] von Prof. Brosowski. Die Stellen des
Netzes sind danach mit Elementen halbgeordneter Gruppen markiert (f�ur gew�ohnliche S-T-Netze die Gruppe
ZZ). Das Schalten von aktivierten Transitionen oder Schaltfolgen ist eine Operation in der Netzgruppe, dem
kartesischen Produkt der Stellengruppen.
In [9] de�nieren Ren�e David und Hassane Alla Petri-Netze, deren Stellen mit reellen Zahlen markiert sind. Um
diese Netze untersuchen zu k�onnen, w�ahlen wir f�ur jede Stelle unseres Petri-Netzes die halbgeordnete Gruppe
(IR;+; 0;�) als Stellengruppe.
Eine weitere Besonderheit dieser reell markierten Petri-Netze ist, da� jedem Schalten einer Transition eine Viel-
fachheit r 2 IR+ zugeordnet wird, die angibt, wie oft bzw.

"
wieviel\ die Transition schaltet. Diese Vielfachheit

wird mit dem Kantengewicht der Pre- und Postkanten der Transition multipliziert und beein
u�t entsprechend
die Markierungs�anderung durch den Schaltvorgang (Schalten mit Vielfachheit 1 entspricht dem gew�ohnlichen
Schalten). M�ochte man dieses Prinzip in das gruppentheoretische Konzept einordnen, so bietet es sich an, die
Vielfachheiten, mit denen eine Transition schalten kann, als verschiedene Modi der Transition zu betrachten:

De�nition 1.1 (Stetiges Petri-Netz) Ein stetiges Petri-Netz ist ein Petri-Netz mit Schaltmodi

P = (S; T;M; Pre; Post)

wobei
S := (s1; : : : ; sL) endliche Stellenmenge

T := (t1; :::; tN ) endliche Transitionenmenge

S \ T = ;
M := IR+ Menge der Schaltmodi

Pre : T �M ! IRL
0 Vorkantenabbildung

Post : T �M ! IRL
0 Nachkantenabbildung

F�ur die Abbildungen Pre und Post gilt:

Pret;� = � � Pret;1
Postt;� = � � Postt;1
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Eine Transition t 2 T ist im Modus � 2M bzgl. der Markierung m0 2 IRL
0 aktiviert, wenn gilt:

Pret;� � m0:

Schaltet eine bzgl. m0 im Modus � akvierte Transition t im Modus �, so geht die Markierung m0 �uber in

m := m0 + Postt;� � Pret;�:

Ein Schaltmodus � 2 IR+ gibt die
"
Vielfachheit\ an, mit der die Transition t schalten soll. Wenn eine Transition

t im Modus � schaltet, sagen wir auch: t schaltet
"
�-fach\. Wenn es Modi gibt, in denen eine Transition aktiviert

ist sagen wir: die Transition ist aktiviert.

Die De�nitionen von Schaltabbildung Æ, der Menge der bei einer Markierung m aktivierten Schaltfolgen S(m)
sowie der Erreichbarkeitsmenge E(m) folgen den De�nitionen f�ur gew�ohnliche Petri-Netze mit Schaltmodi.
Setzt man

(C1)i;j := Posttj ;1(si)� Pretj ;1(si);

so erh�alt man f�ur eine bzgl. m aktivierte Schaltfolge ! die �Ubergangsgleichung

Æ(m;!) = m+ C1 � V (!);

wobei anstelle des Parikhvektors der Vielfachheitenvektor V (!) verwendet wird:

Vt(!) :=
X

(t;�) enthalten in !

�:

2 Das Erreichbarkeitsproblem

"
Kann eine gegebene Markierungm im stetigen Petri-Netz P von der Startmarkierungm0 aus erreicht werden?\
In gew�ohnlichen Petri-Netzen ist die Beantwortung dieser Frage | des

"
Erreichbarkeitsproblems\ | zwar

schwierig aber doch m�oglich. Die Schwierigkeiten, denen man bei der L�osung des Erreichbarkeitsproblems in
diskreten Netzen begegnet, resultieren oft daraus, da� ganzzahlige L�osungen von Gleichungssystemen zu �nden
sind. In Anbetracht dieser Tatsache liegt die Vermutung nahe, da� in stetigen Petri-Netzen die L�osung dieses
Problems leichter fallen k�onnte.

Die Erreichbarkeitsmenge h�angt von der Startmarkierung m0 und den t 2 T ab, die bei m0 nicht tot sind.

In stetigen Netzen nennen wir eine Transition tot, wenn sie in allen Modi tot ist:

De�nition 2.1 (Tote Transitionen) Eine Transition t 2 T hei�t tot bei der Markierung m, wenn f�ur alle

Markierungen m0 2 E(m) und f�ur alle Modi � 2 IR+ (t; �) bei m0 nicht aktiviert ist.

Um zu pr�ufen, ob eine Transition tot ist, brauchen wir ein entsprechendes Verfahren, denn meistens kann man
einem Petri-Netz nicht ohne weiteres ansehen, ob eine seiner Transitionen irgendwann einmal aktiviert werden
kann, oder nicht. In stetigen Netzen ist diese Pr�ufung wesentlich einfacher als in gew�ohnlichen Netzen:

Verfahren zur Bestimmung der nicht-toten Transitionen:
F�ur die Aktiviertheit einer Transition t m�ussen ihre Vorstellen lediglich nicht-leer (positiv markiert) sein. (Dann
gibt es einen Modus, in dem t aktiviert ist.) Man schalte also alle bei m aktivierten Transitionen in einem sehr
kleinen Modus, so da� alle Vorstellen dieser Transitionen weiterhin positiv markiert bleiben. Durch das Schalten
k�onnen bisher leere Stellen eine positive Markierung erhalten und somit weitere Transitionen aktivieren. Nun
wiederholt man das Verfahren mit diesen neu aktivierten Transitionen so oft, bis keine bisher leeren Stellen mehr
markiert werden und somit keine bisher nicht aktivierte Transitionen mehr aktiviert werden. Die Transitionen
aus T , die dann immer noch nicht aktiviert sind, sind tot bei m, denn keine der nicht-toten Transitionen kann
zu einer Markierung f�uhren, bei der sie aktiviert sind.

2.1 Gestalt der Erreichbarkeitsmenge

Im folgenden gehen wir davon aus, da� alle Transitionen t 2 T bei der Startmarkierung m0 nicht tot sind.
Sollte eine Transition bei der Startmarkierung tot sein, so betrachten wir stattdessen das Petri-Netz ohne diese
Transition.

Wie sieht die Erreichbarkeitsmenge als Teilmenge des IRL aus und welche Rolle spielen die nicht-toten Transi-
tionen dabei?
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De�nition 2.2 Den Kegel, den die zu den Transitionen t1 bis tN geh�origen Vektoren (Postt1;1 � Pret1;1) bis
(PosttN ;1 � PretN ;1) aufspannen, bezeichnen wir mit C.

C := conef(Postt1;1 � Pret1;1); : : : ; (PosttN ;1 � PretN ;1)g

=

(
m 2 IRL j 9�1; : : : ; �N � 0 :

NX
i=1

�i � (Postti;1 � Preti;1) = m

)

Im wesentlichen stimmt die Erreichbarkeitsmenge E(m0) mit folgender konvexer Teilmenge des IR
L �uberein:

E(m0) := (m0 + C) \ IRL
0 :

Man sieht leicht, da� alle m 2 E(m0) auch in der Menge E(m0) enthalten sind, denn alle Markierungen des
Petri-Netzes sind aus dem positiven Quadranten IRL

0 (es gibt keine negativen Stellenmarkierungen) und es gibt
eine Schaltfolge !, die m0 in m �uberf�uhrt. Damit hat m eine Darstellung

m = Æ(m0; !) = m0 +

NX
i=1

V (!)i � (Postti;1 � Preti;1) 2 (m0 + C) \ IRL
0 = E(m0):

Die Erreichbarkeitsmenge E(m) ist also eine Teilmenge der Menge E(m). Aber sind alle Elemente von E(m)
auch erreichbare Markierungen?

Satz 2.3 Das relative Innere von E(m0) ist enthalten in E(m0). Kurz:

relintE(m0) � E(m0):

Der Beweis dieses Satzes kann wegen seiner L�ange hier nicht erbracht werden, ist jedoch in [6] nachzulesen.

Zusammen mit der vorausgehenden �Uberlegung ist gezeigt, da�

relintE(m0) � E(m0) � E(m0):

Tats�achlich k�onnen sich die beiden Mengen also nur auf dem relativen Rand voneinander unterscheiden. Die
Frage ist also: Welche Punkte von rel@E(m0) sind erreichbar und welche nicht?

F�ur den Algorithmus, der uns diese Fragen beantwortet, brauchen wir den Begri� des zu P dualen Netzes Pdual.

Das duale Netz Pdual erhalten wir aus dem Netz P , indem wir s�amtliche Kantenrichtungen des zugeh�origen
Petri-Netz-Graphen umkehren. (Predualt;� = Postt;� und Postdualt;� = Pret;�.) Alle abgeleiteten Gr�o�en wie Ædual,

Sdual(m), Edual(m), Edual(m) etc. de�nieren wir wie im nicht-dualen Netz. Man sieht dann leicht:

Edual(m) = (m� C) \ IRL
0 :

2.2 Ein Algorithmus zur Erreichbarkeitspr�ufung

Der im folgenden pr�asentierte Algorithmus entscheidet, ob eine beliebige Markierung m in E(m0) enthalten ist.

Das Verfahren beruht darauf, da� folgende Bedingungen erf�ullt sind, wenn eine Markierung m von der Start-
markierung m0 aus durch die Schaltfolge ! := (�1; �1) � � � (�n; �n) erreichbar ist:

1. Alle Transitionen, die in ! vorkommen, sind nicht tot bei m0 im Netz P. (Dies gilt auch, wenn man alle
Transitionen, die in ! nicht vorkommen, aus T herausnimmt.)

2. Alle Transitionen, die in ! vorkommen, sind nicht tot bei m im Netz Pdual. (Dies gilt auch, wenn man
alle Transitionen, die in ! nicht vorkommen, aus T herausnimmt.)

3. Der Vielfachheitenvektor V (!) l�ost die Gleichung C1 � x = m�m0 und f�ur alle Transitionen ti, die in !

vorkommen, gibt es positive Komponenten V (!)i von V .
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Gegeben seien ein stetiges Petri-Netz P = (S; T;G; Pre; Post;M) mit einer Startmarkierung m0 und eine
beliebige Markierung m des Netzes. Ist m aus E(m0)?

Betrachten wir die stetigen Petri-Netze Pn, n 2 IN0 [ fendg:

Pn := (S; Tn; G; Pre
n; P ostn;M)

wobei
T0 := T

Pren : PrejTn�M
Postn : PostjTn�M
(Cn

1 )(i;j) := (Postnt0
j
;1(si)� Prent0

j
;1(si)) ; mit Tn = ft01; : : : ; t

0

kg

Die Werte, die Tn f�ur n 6= 0 annimmt, ergeben sich gem�a� dem unten stehenden Algorithmus. Alle abgeleiteten
Begri�e erhalten entsprechend der Transitionenmenge ihres Netzes den Index n bzw. end:

Erreichbarkeitstest

1. START | Iterationsbeginn

n := 0

2. Streiche Transitionen, die bei m0 tot sind.

f�ur alle t 2 Tn:

wenn t tot ist bei m0 im Netz Pn: Verfahren Seite 2

Tn+1 := Tn n ftg streiche t

n := n+ 1 erh�ohe n

gehe zu 2.

3. Streiche Transitionen, die bei m dual-tot sind.

f�ur alle t 2 Tn:

wenn t tot ist bei m im Netz Pdual
n : Verfahren Seite 2

Tn+1 := Tn n ftg streiche t

n := n+ 1 erh�ohe n

gehe zu 2.

4. Streiche Transitionen, die nicht im Tr�ager einer positiven L�osung sind.

f�ur alle t 2 Tn:

wenn keine pos. L�osung x mit xt > 0 des
Gleichungssystems Cn

1 � x = m�m0 existiert: Max.Prob. S. 5

Tn+1 := Tn n ftg streiche t

n := n+ 1 erh�ohe n

gehe zu 2.

5. ENDE | Wenn Tend 6= ;, dann k�onnen die �ubriggebliebenen Transitionen m0 in m �uberf�uhren.

Tend := Tn

Bemerkungen (ohne Beweis):

� F�ur alle t 2 Tend gilt:
t ist nicht tot bei m0 in Pend,
t ist nicht tot bei m in Pdual

end ,
Es existiert eine positive L�osung x von Cn

1 � x = m�m0 mit xt > 0.
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Um in Schritt 4 die gesuchten positiven L�osungen zu �nden, m�ussen wir folgendes Maximierungsproblem l�osen:

Maximiere xj (j-te Transition) unter den Nebenbedingungen

x � 0; Cn
1 � x = m�m0:

Wir erhalten drei m�ogliche F�alle:

1. Es gibt eine L�osung xj > 0, dann sind wir fertig.

2. Die L�osung ist xj = 0, dann gibt es keine L�osung x mit xj > 0.

3. Es gibt keine L�osung.

Hat das Maximierungsproblem keine L�osung, so m�ussen wir pr�ufen, ob die zul�assige Menge Zmax leer ist. In
diesem Fall gibt es keine L�osung x mit xj > 0. Ist die zul�assige Menge jedoch nicht leer, so kann xj beliebig
gro� werden und es existiert eine L�osung x mit xj > 0.

Welcher dieser beiden F�alle eingetreten ist, k�onnen wir mit Hilfe eines linearen Minimierungsproblems entschei-
den (n�aheres dazu in Skript [4]).

Der Algorithmus mu� also schlimmstenfalls N2 +N lineare Optimierungsprobleme l�osen (die mit kleiner wer-
dender Transitionenmenge Tn in Ihrer Komplexit�at abnehmen), um zu einem Ergebnis zu kommen. (2N im
ersten Durchgang, dann 2(N � 1) usw.)

Unter Anwendung dieses Algorithmus k�onnen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 2.4 Das Erreichbarkeitsproblem f�ur stetige Petri-Netze ist entscheidbar.

F�ur den Beweis werden wir nachstehenden Hilfssatz ben�otigen (Beweis in [6]):

Lemma 2.5 (Kegelinneres) Sei C der von den Vektoren v1; : : : ; vk aufgespannte Kegel im IRn. Dann ist m

genau dann aus dem relativen Inneren von C, wenn es KoeÆzienten �1; : : : ; �k mit �i > 0, i = 1; : : : ; k gibt, so

da�

m =

kX
i=1

�i � vi:

Beweis des Satzes 2.4:

Seien P , m0 und m gegeben. Ist m 2 E(m0)?

Wir wenden den obigen Algorithmus an:

Behauptung: Ist Tend = ;, so ist m 62 E(m0), sonst ist m 2 E(m0).

Beweisskizze:

0. Der Algorithmus h�alt immer:

F�ur Tn = ; ist Tend = ; und der Algorithmus h�alt.
Es gilt: T0 ist endlich und Tn+1 ist eine echte Teilmenge von Tn.
Also h�alt der Algorithmus immer nach endlich vielen Schritten.

Es ist zu zeigen: m 2 E(m0) () Tend 6= ;

1. "=)"

Sei m 2 E(m0), m 6= m0

Dann existiert eine Schaltfolge !, die m0 in m �uberf�uhrt. Alle Transitionen, die in ! vorkommen,
sind nicht tot bei m0, nicht tot bei m im dualen Netz und der Vielfachheitenvektor V (!) l�ost die
Gleichung C1 � x = m�m0. Also sind alle diese Transitionen in allen Tn (inklusive Tend) enthalten.
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2. "(="

Sei Tend = ft01; : : : ; t
0

kg � T .

Zu zeigen ist: Es existiert eine Schaltfolge ! 2 S(m0) mit Æ(m0; !) = m.

Durch den Algorithmus ist gew�ahrleistet, da� es ein � 2 IRk gibt, �i > 0; i = 1; : : : ; k, so da�

m = m0 + Cend
1 � � und m0 = m� Cend

1 � �:

Da alle KoeÆzienten �i positiv sind, folgt nach Lemma 2.5:

m 2 relint (m0 + Cend) und m0 2 relint (m� Cend):

Da m0 im relativen Inneren von m�Cend liegt, gibt es eine relative Umgebung von m0, die komplett
in m�Cend liegt. Da jede Umgebung von m0 das relative Innere von Eend(m0) tri�t, gibt es ein m0

0,
das im Schnitt dieser beiden Mengen liegt. Da Eend(m0) im positiven Quadranten liegt, ergibt sich:

m0

0 2 relintEend(m0) \ Edual
end (m):

Genauso �ndet man ein
m0 2 relintEdual

end (m) \ Eend(m0):

Da Eend(m0) und Edual
end (m) konvex sind folgt:

relintm0

0m
0 � relintEend(m0) \ relintEdual

end (m):

Die Punkte aus dem relativen Inneren der Verbindungsstrecke von m0

0 und m sind nach Satz 2.3
sowohl in E(m0) als auch in Edual(m). Ist die Menge der relativ inneren Punkte leer, so mu� m0

0 =
m0 sein.

Auf jeden Fall gibt es Markierungen, die von m0 aus erreicht werden k�onnen und gleichzeitig in der
Erreichbarkeitsmenge von m im dualen Netz liegen. Das hei�t, es gibt Schaltfolgen !1 und !2, so da�

Æ(m0; !1) = Ædual(m;!2):

Die daraus zusammengesetzte Schaltfolge ! �uberf�uhrt m0 in m:

! := !1(!2)
dual Æ(m0; !) = m:

2

Bemerkung:

� Da wir entscheiden k�onnen, ob eine gegebene Markierung von einer Startmarkierung aus er-
reicht werden kann, ist es nicht m�oglich, mit einem stetigen Petri-Netz eine Turing-Maschine
zu konstruieren, denn dann k�onnten wir das Halteproblem f�ur diese Maschine entscheiden.
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