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The article considers the construction of a parallel algorithm on the GPU computing architecture for 

finding the Wigner function of a quantum system with a polynomial potential. A numerical-analytical 
method for constructing the Wigner function, which is  based on calculating the trace of the product of 
the density matrix and the matrix of the Weyl operator, is described. The operators are represented in 
the basis of a quantum harmonic oscillator, for which the Moyal equation transforms into the Liouville 
equation. This approach enables to visually analyze the degree of anharmonicity of the system in terms 

of the off-diagonal elements of the density matrix. The parallel implementation on the GPU massively 
parallel architecture has reduced the calculation time by two orders of magnitude compared to the 
single-threaded version on the x86 architecture. 
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В работе рассмотрено построение параллельного алгоритма на вычислительной архитектуре 

GPU нахождения функции Вигнера квантовой системы с полиномиальным потенциалом. 
Описан численно-аналитический метод построения функции Вигнера, основанный на 
вычислении следа произведения матрицы плотности и матрицы оператора Вейля. 

Представление операторов выполнено в базисе квантового гармонического осциллятора, для 
которого уравнение Моэля переходит в уравнение Лиувилля. Такой подход позволяет наглядно 
анализировать степень ангармоничности системы по недиагональным элементам матрицы 
плотности. Параллельная реализация на массивно-параллельной архитектуре GPU позволила 
уменьшить время вычисления на два порядка в сравнении с однопоточной версией на x86 
архитектуре.  
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1. Введение  

Решение современных задач квантовой информатики [1-3], квантовой связи и 
криптографии [4, 5], задач обработки сигнала [6-8] содержит аппарат квантовой механики в 
фазовом пространстве. Функция Вигнера [9] играет важную роль при нахождении средних по 
фазовому пространству квантовых характеристик системы [10-20].  

Эволюция функции Вигнера  , ,W r p t  описывается уравнением Моэля  

     
   
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где U  — потенциал квантовой системы. В случае гармонического осциллятора 

уравнение (i.1) имеет нулевую правую часть и совпадает с известным классическим 
уравнением Лиувилля. Указанное упрощение уравнения (i.1) позволяет эффективно получать 
выражения, описывающие эволюцию функции Вигнера. Для потенциалов степени выше второй 
решение уравнения (i.1) затруднительно. В работе [21], используя уникальность потенциала 

второй степени, были получены явные выражения для матричных элементов ,n kw  оператора 

Вейля в базисе гармонического осциллятора  kψ .  
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где ,k n k nc c   матрица плотности; 
m

  . Полиномы ,n kP  имеют вид: 
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и удовлетворяют условию ортогональности с весом  
2 2

2

x yx e   : 
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При получении выражения (i.3) предполагалось, что волновая функция   разлагается 

по базису  kψ :  
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Отметим, что в этом случае выражение (i.2) может быть записано в виде свёртки: 

      ,TW C C W c     (i.7) 

        1 2 1 2, ,... , , ,...
TTC c c C c c  . 

Используя выражения (i.2)-(i.4), в работе [22] был описан метод построения функции 

Вигнера для квантовой системы с полиномиальным потенциалом  
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Пусть волновая функция   удовлетворяет уравнению Шрёдингера  
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векторами, а спектр энергий E= собственными значениями симметричной матрицы ,n kJ :  
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 − спектр энергий гармонического осциллятора. 

В данной работе описывается параллельный алгоритм, позволяющий эффективно 
производить вычисление функции Вигнера на конечно-разностной сетке по приведенным выше 
выражениям.  

2. Параллельная реализация на графическом процессоре (GPU) 

Для квантовой системы, характеризуемой волновыми функциями  , функции 

Вигнера допускают представление: 
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где  — номер квантового состояния. Вычисления по формуле (1) требуют нахождения 

порядка p xN N  значений 
 
,m nW  на двумерной фазовой плоскости  ,x p , где xN  и pN  число 

разбиений по координате и по импульсу соответственно ( 0,..., xm N ; 0,..., pn N ). При 

численном интегрировании выражения (1) требуется «обрезание» пределов интегрирования. 

Размер области интегрирования и количество разбиений xN  и pN  определяется характером 

поведения волновых функций  . Как правило, с увеличением номера состояния  

увеличивается количество осцилляций волновой функции  , что требует дополнительных 

узлов разностной сетки при решении уравнения Шрёдингера и при численном интегрировании 

выражения (1). Объём вычислений обусловлен не только нахождением сеточных функций 
 
,m nW
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, но и необходимостью получения средних характеристик квантовой системы, требующих 

повторного численного интегрирования с функцией 
 
,m nW . 

Ускорение вычислений сеточных функций 
 
,m nW  и средних характеристик квантовой 

системы может быть достигнуто тремя способами.  

Во-первых, использование явных выражений (i.3), (i.4) для матричных элементов 

 , ,n kw x p  позволяет избежать непосредственного численного интегрирования в выражении 

(1). Функции  , ,n kw x p  известны в явном виде и для фиксированной разностной сетки (
 ,

,

m n

n kw ) 

могут быть вычислены один раз и храниться в памяти.  

Во-вторых, благодаря возможности разложения волновой функции   по базису 

гармонического осциллятора  jψ  (i.6): 
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можно с одной стороны, вместо количества разбиений сеточной функции   контролировать 

количество членов C,N  ряда (2), а с другой стороны, быстрый экспоненциальный спад (3) 

гарантирует небольшое значение C,N  для приемлемой точности аппроксимации волновой 

функции   конечным разложением по функциям  jψ  (2). Согласно (i.7), (i.8) коэффициенты 

разложения 
 
jc  образуют собственные вектора 

 
C  матрицы J , вид которой известен точно 

(i.8) и может быть вычислен один раз до начала основной процедуры вычислений. Отметим, 

что матрица J  является симметричной, что уменьшает размер памяти для ее хранения и 

позволяет воспользоваться специальными численными методами при решении задачи на 
собственные значения. 

В-третьих, задача на собственные значения (поиск 
 

C  и E=), вычисление значений 

 ,

,

m n

n kw  и свертки (i.7) 
 
,m nW , а также нахождение квантовых средних по функции 

 
,m nW  являются 

процедурами, допускающими эффективное численное распараллеливание. Подходящей 

вычислительной архитектурой для таких задач может быть массивно-параллельная архитектура 

графических процессоров GPU с использованием среды CUDA [23, 24]. Задача на собственные 

значения, операции по перемножению матриц имеют реализацию в бесплатных пакетах 

библиотек компании NVIDIA: cuBLAS, cuSPARS, cuSolver.  

В качестве примера рассмотрим алгоритм параллельного вычисления матричных 

элементов 
 ,

,

m n

n kw . Матричные элементы ,n kw  обладают свойством , ,n k k nw w , поэтому в 

памяти достаточно хранить только диагональ и верхнюю треугольную часть матрицы W . 

Размер матрицы W  определяется числом C,N , которое удовлетворяет условию C, xN N  или 

C, pN N . Количество разбиений xN  и pN  можно считать величинами одного порядка: 
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Заметим, что при желании можно выбрать максимальное значение квантового 

состояния maxL   (для которых будут производиться расчёты) и задать размерность 

матрицы (4) , ,C L C LN N .  

Так как величина x pN N  определяет максимальный объём вычислений, то логично 

произвести распараллеливание именно по индексам  ,n m , задав двумерную сетку нитей и 

блоков  ,nx np . Заголовок функции-ядра (kernel-function) имеет вид: 

__global__ void W_Matrix (int n, int k, double *WM...) 

{int nx = threadIdx.x + blockIdx.x * blockDim.x; 

 int np = threadIdx.y + blockIdx.y * blockDim.y; 

 // (x, p) parallelism  ... 

} 

Каждая вычислительная нить (thread) находит свой матричный элемент в 
соответствующей ее номеру точке фазового пространства (см. рис. 1). Функция-ядро 

«W_Matrix» запускается порядка 
21

,2 C LN  раз c «host», чтобы произвести вычисления всех 

элементов матрицы (4). Результаты вычислений можно хранить в глобальной памяти GPU 
(global memory) с целью их переиспользования другими функциями-ядрами.  

 

Рис. 1. Распределение вычислительной нагрузки по потокам 

3. Заключение 

Время работы параллельной реализации алгоритма (GPU GTX1050) вычисления 
функции Вигнера на два порядка меньше времени выполнения однопоточной версии (CPU 
класса Core i7).  
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