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RESUMEN

Se desarroll6 un modelo de cosecha aleatoria Optima para los rodales de pino radiata (pinus radiata) bajo procesos de
difusiones estocasticas, logistica del stock de madera y de Brown para los precios, con agentes decisionales propensos al
riesgo. El modelo optimiza el valor actualizado de la cosecha de los rodales coetaneos, un solo periodo de rotacion de
cosecha, o modelo de Vicksell.

El efecto de la aleatoriedad de los precios y del inventario de rodales es muy significativo. En el caso de la aplicacion a
una empresa forestal, aumenta el corte 6ptimo actual en un en un 66,9 % y el dptimo deterministico en un 93,3%.
Ambas volatilidades son igualmente importantes, para valores inferiores al 50% prima la volatilidad de los precios y
superiores la del inventario de rodales. Un aumento del 10 puntos porcentuales de sus actuales volatilidades, en el caso de
los precios incrementa el nivel de corta 6ptimo estocastico en un 11,1% y en el caso de la del inventario de rodales en un
26%.

Los parametros de la difusion logistica se estimaron mediante el software Logolet Lab de la Universidad de Rockefeller la
que permite trabajar con datos desigualmente espaciados y concentrados en su ventanilla de explotacion y que ademas
permite calcular los rangos de confiabilidad para los pardmetros a pesar de la heterocestacidad de los datos, mediante un
muestreo de Monte Carlo por el método de “bootstrap .

Palabras claves: Cosecha estocastica 6ptima de Vicksell, Cosecha estocastica optima de Faustmann, Opciones reales.

La bibliografia actual corrige las falencias anotadas y
presenta un conjunto destacado de modelos de opciones
reales, que consideran procesos de difusion aleatoria de
Modelos de corta éptima de los rodales los precios, de Brown o de reversion a la media (ver,
Clark y Reed [2], Thompson [21], Platinga [18], Inseley
y Rollins [10]). Otros, como Morck [16] y Alvarez y
Koskela [1] incorporan ademds la difusion aleatoria del
stock de madera de las plantaciones. Entre estos ultimos,
el modelo de Alvarez y Koskela es el Ginico que trata por
separado ambas difusiones, estén o no correlacionadas, y
lo hace mediante un modelo de control impulsivo en un
ambiente de neutralidad frente al riesgo de sus agentes,
lo que puede considerarse como una extension del

1: INTRODUCCION

Las plantaciones de pino radiata se hacen en rodales
coetaneos que se plantan, intervienen y cosechan
simultaneamente. Su rendimiento depende de las
condiciones locales de suelo y clima, y de las
intervenciones de manejo y de explotacion que se
realicen sobre ella. Por lo que la variable mas importante
a optimizar es el periodo de la rotacién de la cosecha de
los rodales.

Los primeros modelos de corte dptimo que aparecen en modelo de Fisher al caso aleatorio, Fisher [7].

la bibliografia fueron deterministas, ver Faustman [6],

Fisher [7], y Samuelson [19]. Por ello no tienen en Objetivo del trabajo

cuenta la irreversibilidad, la duracion de las inversiones,

ni la aleatoriedad del precio o del crecimiento de las No se encuentra en la revision bibliografica ejemplos de
plantaciones. Sin embargo como su presencia produce aplicacion real de la difusion estocastica del crecimiento
flexibilidad operacional entendida como tiempo de corta, de los rodales.  Los modelos teoricos de Morck y
de abandono o cambio del tipo de explotacion, estas Alvarez y Koskela sélo se ilustran con ejemplos
caracteristicas generan las condiciones Optimas para el artificiales.  El primer objetivo de esta investigacion es
desarrollo de los modelos basados en el enfoque de formular un modelo estocastico de cosecha optima de
opciones reales, (ver Mascarefias [13]). rodales frente a la incertidumbre de los precios y del
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inventario de madera, que optimice el objetivo funcional,
de Vicksell. El  segundo objetivo general de esta
investigacion es evaluar el impacto que la volatilidad
de los procesos de difusion estocasticos de los precios y
del inventario tiene en el periodo 6ptimo de cosecha.

2: MODELO OPTIMO DE COSECHA
ESTOCASTICA DE RODALES

2.1 Formulacion del modelo
Ecuaciones de difusion lineal

El modelo considera las siguientes ecuaciones de
difusion:

Difusion de ITO para el stock de madera, dado por la
ecuacion (1).

av,
.

t

= wV,)dt + oV, dW 1)

Difusiéon geométrica de Brown para los precios, dado
por la ecuacion (2).

dP
- =oadt + pAW 2)
Iy

con:

V. = Volumen de stock de Madera a tiempo t

w(Vy) = Tasa de deriva de la difusion del inventario de
madera

c = Volatilidad de la difusion del inventario de
madera

P, = Precio “stumpage” de los arboles en pie

a = Tasa de deriva de los precios en pie

B = Volatilidad de los precios en pie

W = Difusién de Wiener
Determinacion del funcional a optimizar

Bajo el supuesto de que existe una solucién débil (V,, t),
de las ecuaciones de difusion (1,2) y de las condiciones
iniciales V>0, Po>0 (ver Johnson, [11]), se evalua el
volumen de corta 6ptimo de los rodales coetaneos, para
el valor actualizado de sus cosechas, en el caso de una
sola  rotacion de cosecha o modelo de Vicksell,
extremando el objetivo funcional (3).
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sup
w,V,P)=——"—
V( 0, 0) V(Z‘Zl‘o)

ty =inf(t >0:V, <0)

E"(ePV,) 3)

2.2 Reformulacion del problema de cosecha optima de
Vicksell

El modelo estocastico de  Vicksell dado por las
ecuaciones (1,2 y 3) es de dificil solucién. Sin
embargo, el siguiente teorema permite reformularlo
como un problema de parada Optima con una sola
difusiéon de mas facil solucion.

Teorema 1: Existe una métrica probabilistica Q
equivalente a P tal que

WV(V(),E)):%EP(efNBVZ) (4)

=P, sup EQ[e "'V, ]

Mas atn, bajo la métrica Q el proceso V, sigue la
siguiente difusion

av, ={u(V,)- BoiV,dt+oV,dW ®)

Demostracion: Reemplazando P; en (3) por P=Pye™M,,
como M,=exp { PW, - 1/2p*] es una martingala, que
permite definir Q mediante la derivada de Radon-
Nikodym dQ/dP = M, La aplicacion directa de los
teoremas [ y II de Girsanov ver, Oksendal [17], pags.
155-157] permite deducir directamente las ecuaciones

4y (5).
Optimizacion del problema
Aplicando el lema de Dynkins ver, Oksendal, [17], y

bajo el supuesto de independencia de los dos procesos de
difusion, se puede simplificar atin mas el funcional (4).

T
ET e PrVe] =PoVut B EC [~ 2 (V, )ds - (6)
0

En este caso la métrica de crecimiento econdémico neto
de los rodales del lema queda dada por

T (V) =u(V)+fo Vi — (r-0)V, @)
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Obviamente, como lo demostré Alvarez [1], si la métrica
n (V) es positiva para todos lo valores de V,, no existe
una estrategia de corte Optimo de los rodales y, si es
negativa para todos ellos, deben cortarse de inmediato.
Si la métrica es concava, alcanza su maximo para la
brecha de Alvarez, dada por

%:(r-a) ®)

y la solucion 6ptima del problema de parada optima
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(4 vy 5) queda dada por la ecuacion (9) de Hamilton-
Jacobi-Bellman [HIB], (ver Johnson, [11]).

Bajo el supuesto de la existencia de un punto Frontera
V* que divide la zona en una de continuacion del
crecimiento de los rodales (V<V*) y otra de corte
(V=V*) inmediato de ellos. Se puede resolver la
inecuacion (9),  encontrando las soluciones de las
siguientes ecuaciones diferenciales, de continuacion
(10), y de corte (11).

Max[ % o*V2 E"'(V) + [W(V)-B 6] V F'(V) = (r-a ) F(V) , V-E(V) ] =0 9)
Zona de continuacion
%6 VEE” (V) +[p (V) =B o] VE (V)-(r-a) F (V) =0 (10)
YV <V
Zona de corta imediata
V-F(V)=0 (11)
Y >V

La solucion de este sistema queda dada por la ecuacion
(12), Johnson T.C,[11]

AY(V)+BOY) V<V *
F(V)={ ” oy (12)

donde las funciones W (resp.,®D) son estrictamente
crecientes (resp., decrecientes) y dado que la funcion
objetivo es pequefia, acotada y que V es siempre
positiva y en el limite inferior debe permanecer en cero,
necesariamente B debe ser cero.

La solucion ademas debe cumplir las condiciones de
“smooth—pasting” Johnson, [11] en los puntos fronteras
V*. Por lo tanto

AYVH=v* y AV (V¥=1
A=V* W (V¥)=1/¥ " (V¥)
tal que V* debe satisfacer la siguiente ecuacion

Y (V¥)=V* P 7 (V¥) (13)

De donde finalmente el funcional 6ptimo es

Poe "y V>r*
Wy (V09P0) = { Poe—(r—rz)T V/(V) V<y* (14)
y'(V)

Estas ecuaciones son similares al teorema 2.8 de Alvarez
y Koskela [1] para situaciones frente al riesgo.

3: MODELOS DE DIFUSION ESTOCASTICOS
SIGMOIDEOS DEL INVENTARIO DE MADERA

3.1 Procesos de difusién

Los modelos de difusién estocéstica del crecimiento de
los rodales que mas cominmente se encuentran en la
bibliografia son el proceso de difusion de Brown y el
proceso de Reversion a la Media. Sin embargo, dado
que el requerimiento principal para el crecimiento de los
rodales es que estos tengan una estructura sigmoidea,
(ver Garcia [8]), se selecciond un modelo de difusion
logistica que es un caso especial de la ecuacion de
difusion geométrica de reversion a la media (ver
Hull,[8]), dado por la siguiente expresion:

dV=pV(l-yV)dt +oV dw. (15)
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Esta ecuacion se puede integrar (ver Kloden y Platen
1991, pagina 125)

2

Vo Expl(u— o.—)t + oW
- 2 (16)

t

t 2
1+ ¥, J-Exp[(y - %)s + oW ]ds
tm
y su valor esperado esta dado por la ecuacion (17)

1
E(V)z# (17)

1+ e !
Wy
Haciendo Vy = 1/(2y) = volumen de saturacion medio y
ty = t,. = tiempo para alcanzar dicho volumen. Se

llega a la expresion usual de la curva logistica (18).

y
/4

EWV)=—"2~+
( t) 1+ 740 (18)

Con
1/y = Volumen de saturacion
p = Tasa de crecimiento = Ln(81)/At
tm = Tiempo para alcanzar el volumen de saturacion
medio
At = Tiempo para pasar del 10 % al 90% del volumen
de saturacion.

3.2 Propiedades estacionarias de las difusiones
logisticas

Merton [14] demostré en el caso de los procesos
geométricos de Reversion a la Media que éstos tienden
a una distribucion estacionaria Gamma con el tiempo.
Ewald y Yang [5] demostraron que los distintos
momentos de esta distribucion se pueden calcular
mediante la siguiente ecuacion recursiva:

E(V ™" =EV")[ 1/y Hn-1)6%/2uy)] (19)

con

A

EM)=y"=-— (20)
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Como so6lo los dos primeros momentos son
independientes, puede calcularse la varianza de
saturacion Var () por la expresion (23) en funcion de
los parametros de la difusion logistica.

E[V'] = 1/y- 6%/2uy) - y 1)

E[V?] = 1/[1/y- 6*/Q2uy)] = v (22)

de donde la varianza en la zona de saturacion es

o’QRu-o?)
Auy)’
A partir de esta ecuacion puede estimarse el parametro

de volatilidad “c” de la logistica mediante la expresion
24

Var(o)= EV*)—E(WV')* = (23)

o= pu+upf1l—4y Var(w) (24)

4: DATOS EXPERIMENTALES Y AJUSTES DE
PARAMETROS DE DIFUSION

4.1 Datos de rodales

Los datos experimentales fueron suministrados por la
empresa forestal Mininco [20] y pertenecen a 122
inventarios de cosechas de sus rodales entre 1999 y
2005, para parcelas entre 30,00 y 35,00 metros de
indice de sitio y corresponden a terrenos de aptitud
forestal 1. Estos datos ocurren en una ventanilla de
tiempo entre 20 y 26 afios de edad, con una gran
concentracion entre los 20 y 22 afios, lo que dificulté en
gran medida la formacion de series significativas y
representativas del crecimiento del volumen del stock de
los rodales. La edad se calculd en fracciones de afios
para los intervalos no homogéneos. El volumen total de
madera comercial por hectarea, VOLT/HECT (m’/ha),
se calculé sumando la pulpa, la madera comercial, la
madera industrial y la madera podada. Esta serie se
representa en la figura 4.1. Ademas para investigar el
efecto del indice de sitio en la volatilidad, se desagregd
la serie global en los tres siguientes rangos de indice de
sitio: 30-31, 32 y 33-35 metros, los que se presentan en
la figura 4.2
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Figura 41. Volumen total de madera por hectéarea.
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Figura 4.2. Volumen total de madera por hectarea por rango de indice de sitio

4.2 Ajuste de la difusion logistica del crecimiento

Se determinaron los parametros W, v, y t,, ajustando no
linealmente el valor esperado de la variable logistica
ecuacion ( 18) a las distintas series de datos, mediante el
software Logolet Lab ( ver Meyer, Young y Ausubel ,
1999).

El software ademas calcula los rangos de confiabilidad
para un 95% mediante simulaciéon de Monte Carlo
mediante el método de “bootstrap” para resolver el
problema de heterocestacidad de los datos y permite
calcular la Var(co) a partir del rango de confiabilidad del
volumen de saturacion. Los resultados del ajuste para la
serie agregada se muestran en la figura 4.3 vy las series
desagregadas en la figuras 4.4, 4.5 y 4.6 del apéndices 1.
El resumen de estos datos aparece en la tabla 4.1
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Figura 4.3: Ajuste Logolet de la serie logistica 30/35
Tabla 4.1 Ajuste de difusion logistica para la variable
VOLT/HECT (m3/ha)



Indices | 30/35 30/31 32 33/35
Sitio

Datos 122 36 58 28

M 0,163 0,1998 02289 | 0,2289

¥ 0,00161 | 0,00175 | 0,00171 | 0,00179
Var(o) | (228.01)° | (222.25)* | (264.8)" | (234.75)°
o 0,274 0,325 0,326 0,353

Queda claro de la observacion de la tabla 4.1 que si
bien la tasa de deriva y el volumen de saturacion
aumentan levemente con los mayores indices de sitio
desagregados.  La variabilidad no disminuye con ella,
al contrario aumenta levemente por lo que tiene sentido
solo seguir con la serie agregada por su mayor
representatividad y menor volatilidad.

4.3 Difusion del precio de 1a madera

Bajo el supuesto de que los precios del bosque en pie
estan altamente correlacionados con los precios
comerciales de los rollizos se usa la serie historica
nacional de los precios de exportacion de rollizos entre
1985 y 2007, tabla 4.3.

Tabla 4.3. Precios de exportacion de trozas

Afios Aserrables Pulpablea
US$FOB/mts’  US$FOB/mts’

1985 32 27
1986 34 28
1987 39 27
1988 45 27
1989 43 27
1990 49 32
1991 51 40
1992 47 40
1993 85 38
1994 63 46
1995 67 43
1996 65 52
1997 62 55
1998 52 54
1999 49 53
2000 46 42
2001 48 34
2002 46 41,6
2003 459 374
2004 48,6 33,0
2005 57,0 33,5
2006 60 36
2007 63 40

Fuente: INFOR
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Los parametros se encuentran haciendo la
transformacion p= Ln(P/P ;) y calculando

la media y varianza de la nueva serie mediante las
ecuaciones

— n p 1 n —
p=Y*"  o=—>(p,-p)
=1 N n—-13 (25)

El resumen de los parametros de difusion de los precios
nacionales de madera pulpable esta detallado en la tabla
4.4.

Tabla 4.4 Resumen de Parametros de difusion de
precios

Precio En pie Aserrable | Pulpable
% 100 83,9 16,1
Deriva 2,9 3,08 1.79
Volatilidad | 15,9 16,52 12,74

4.4 Tasa de descuento a usar.

La tasa de descuentos se calcula mediante el método
CAPM ( ver Copeland, Weston y Shastri, 2005)

Ke= R¢+ B(ERRm)- Ry (32)
con: K, : Tasa de descuento

R¢ : Tasa libre de riesgo 5,3%

§ : Beta del proyecto 0,67

Es decir K.=5,3 +0,67(12,7-5,3) = 10,3

5: APLICACION DEL MODELO A LA COSECHA
OPTIMA DE RODALES DE PINO

5.1 Solucion determinista

La solucién determinista para una sola rotaciéon queda
dada por la ecuacion (27)

OV _ (r—apy,
ot (27)
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Reemplazando para las siguientes ecuaciones de deriva
determinista de los procesos

orv,
P ap VA
ot ot (28)

en la ecuacion (27) se llega a la siguiente solucion
optima.

yp_Hta-r (29)
Hy

5.2 Solucion estocastica de Vicksell

El valor esperado del crecimiento economico neto de
Alvarez y Koskela [1], para la difusion geométrica
logistica m(v) queda dado por la expresion (30)
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Por lo tanto el oOptimo estocastico queda dado al
reemplazar los valores de los parametros de deriva y
volatilidad de la difusion geométrica logistica en las
inecuaciones diferenciales del HIB.

Reemplazando los parametros logisticos
pV)=u(1-7V) y o,=c (€29

en la ecuacion de continuidad (10), se transforma en la
ecuacion (32).

Dixit & Pindyck [3] propusieron el siguiente tipo de
solucion para esta ecuacion diferencial

@)=V fV)

Remplazando F=AW¥(V) = AV’f(V) y sus derivadas,
en la ecuacion diferencial ordinaria de la region de
continuacion, ésta toma la forma de la ecuacion (33),

la que sera cierta para todo V20 si solosi se cumple

t(V)=u V(-y V) — (r-a )V (30) la ecuacion (34)
Vo' VEE (V) + [ (19V) ~ B o] VF'(V) - (@) F(V) = 0 32)
VIV[ 2 67 0(0-1)+(u-Bo) 6 ~(r-a) [+ V" [ & VI (VYH(S* 0+u{1yV-Po} £ (V)-uyd f(V)]=0 (33)
Y2 o* 0(6-1)+(p-po)d —(r-a) =0 y % ¢ VE°(V) +((52 O+u{l-yV-po} £'(V) -nyd f(V)=0 (39)

Tomando la raiz positiva de la primera ecuacion

ga:l_i_}_ﬁ_}_\/(l_i_}_ﬁ)z_}_w (40)
2 o 2 o o o’

la segunda ecuacion diferencial corresponde a la
ecuacion de Kummer, la que admite como solucion la
serie hipergeométrica siguiente:

2 3
M(x;a;b):1+E£+a(a+1)x7+a(a+1)(a+2)x7++ (41)
bl bb+1) 2 bH+D(b+2) 3!

con los parametros

2uyV
x=

a=0

g 208 )

o

La solucién de |/ para la region de continuacion queda
dada por

WG:VOM{M,O,Z(HM} (42)
o’ o’

La solucién optima V* esta dada por la solucion de las
condiciones de “smooth pasting” (13) que se
program6 en Maple.  Los valores optimos se muestran
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en la tabla 5.1 de las series anuales seleccionadas para la
variable de estado  VOLT/HECT.

Las soluciones de corte Optimo estocastico para la serie
anual de VOLT/HECT, para la series agregada, se
adjuntan en la tabla 5.2

La tabla 5.2 compara los éptimos estocasticos V' en
valor y porcentaje con los 6ptimos deterministas V° 'y
con la actual politica de corte VE, para la serie agregada
30/35.

Tabla 5.2 Corte 6ptimo estocastico en (m3/ha)

Parametros Corte Deterministico  Estocastico
actual VP VPt

o 0,029 0,029

B 0,159

Y 0,0016 0,0016

n 0,163 0,163

G 0,274
Optimo(m3/h) | 392,9 339,2 655,76
indice Actual | 100 86,33 166.,9
Indice Det. 115,83 100 1938

Claramente se observa que en condiciones estocasticas
hay un importante aumento del Optimo de corte,
retrasando significativamente la edad de corte. Para la
serie agregada (30/35) este aumento alcanza a 66,9%
del corte promedio actual y un 93,8 % del corte 6ptimo
determinista.

5.3 Analisis de sensibilidades de las volatilidades

A fin de evaluar el efecto las volatilidades de ambos
procesos de difusion y poder sensibilizar sus resultados,
se realizd ademas un andlisis de sensibilidad del corte
estocastico oOptimo, de la volatilidad de la difusion del
stock de madera o, y de los precios B Tabla 5.1 para la
serie agregada. Ambos proceso de difusion resultan
importantes. Para volatilidades inferiores al 50% prima
la de los precios y superiores a esa cifra lo hace la del
inventario de rodales El analisis de sensibilidad muestra
que un incremento de un 10 puntos porcentuales de la
actual volatilidad de los precios aumento el nivel de corta
estocastico en un 11,1 %. El mismo incremento de la
volatilidad del stock de madera produce un aumento de
26% del nivel de corta optimo estocastico.
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SENSIBILIDAD DE WOLATILIDADES DE PRECIOS E INVENTARIO
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Figure 5.1. Analisis de sensibilidad del la volatilidad del
stock de madera

6: CONCLUSIONES Y RESULTADOS

1. La politica actual de corte que sigue la empresa
es similar a la politica Optima determinista de
Vicksell, ya que es un 13,7% mayor que el
optimo deterministico, y un 86,9% inferior a su
optimo estocastico.

2. El efecto de la aleatoriedad de los precios y del
stock de Madera son muy significativo, ya que
practicamente aumenta el corte Optimo actual
enun enun 66,9 % y el optimo deterministico
en un 93,3%, para la serie agregada

3. Ambos proceso de difusion  resultan
importantes. Para volatilidades inferiores al
50% prima la de los precios y superiores a esa
cifra lo hace la del inventario de rodales Un
aumento del 10 puntos porcentuales de sus
actuales volatilidades, en el caso de los precios
incrementa el nivel de corta optimo estocastico
enun 11,1% y en el caso de la del inventario de
rodales en un 26%.

4. El efecto del indice de sitio para la serie
desagregada no produce efectos significativos,
Si bien la tasa de crecimiento y el volumen de
saturacion aumentan con el indice de sitio, la
variabilidad no disminuye sino sube levemente.

5. El modelo estd sujeto a la importante objecion
econdmica hecha por Samuelson (1976) al no
considerar el costo de la tierra usada en la
plantacion.

6. La otra limitacion importante del modelo, que es
el sesgo de los datos proveniente de la
ventanilla de cosechas de la empresa, fuerza la
necesidad de imponer una curva logistica que
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parta de cero. La presencia de heterocestacidad
limita la aplicacion de los modelos de regresion
tradicionales y obliga a usar muestreo de Monte
Carlo mediante el método de “bootsrap” para
obtener rangos de confiabilidad de los
parametros.

Finalmente se han desarrollado varias
innovaciones tedricas en el articulo. Se
desarrollaron dos nuevos modelos para
cosechas forestales Optima, bajo difusion
estocastica del precio y del stock de madera,
frente al riesgo al reformular el modelo de una
sola rotacion como un problema de parada
optima con una sola difusion estocastica.
Solucionable mediante las  inecuaciones
diferenciales de  Hamilton-Jocobi-Bellman.
Por ultimo se desarrolldé un método de
estimacion del parametro de volatilidad de la
difusion de inventario a partir de la estimacion
de los rangos de confiabilidad del 95% de los
volimenes de saturacion de la curva logistica.
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APENDICE 1
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Figura 4.4 Ajuste Logolet de la serie 33/35
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Figura 4.5 Ajuste Logolet de la serie 32
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Figura 4.6 Ajuste Logolet de serie 30/31
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