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Résumé— La réduction cherche à combattre le problème de 
l’explosion combinatoire du graphe d’états en  réduisant le 
graphe d’états initial modulo certaines relation d’équivalence. 
Cet article propose un algorithme de réduction qui s’attaque à 
l’une des causes du problème de l’explosion combinatoire du 
graphe d’états, à savoir la représentation du parallélisme par 
l’entrelacement d’actions concurrentes, cet algorithme étend 
l’approche des pas couvrant [22] au modèle des systèmes de 
transitions étiquetées maximales. 
 

MOTS-CLÉS : Vérification formelle, Sémantique d’ordre 
partiel, Sémantique de maximalité,  Graphe de pas couvrant, 
Systèmes de tansitions étiquetées maximales. 

I. INTRODUCTION  

Ce travail est une contribution à la résolution du problème 
de l’explosion combinatoire du graphe d’états par l’utilisation 
des sémantiques d’ordre partiel. Plus particulièrement, nous 
nous intéressons à l’explosion due à la représentation du 
parallélisme par l’entrelacement d’actions concurrentes. Cette 
représentation du parallélisme entre actions génère plusieurs 
séquences d’exécutions arbitraires qui partagent le même état 
initial et le même état terminal. Les techniques d’ordre partiel 
peuvent être classées en deux approches selon la manière 
d’exploiter les relations d’indépendance entre les actions.  

La première approche vise à obtenir un sous-graphe du graphe 
de comportement, contenant le moins de séquences 
équivalentes possibles  [21]. Cette approche a été généralisée 
et décrite de manière plus dénotationnelle [5] [24] ce qui a fait 
apparaître les notions d’ensembles persistants et d’ensembles 
dormants. L’inconvénient majeur de cette approche est 
l’indéterminisme du résultat, on effet, plusieurs sous-graphes 
peuvent être obtenus comme résultat de la réduction d’un 
même graphe de comportement [12](Figure 1.(b)).  

La deuxième approche consiste à regrouper les événements 
indépendants dans un seul pas (Figure 1.(c)) [22] [23] [8] [10]. 
Le graphe construit est nommé le graphe de pas couvrants 
GPC (Covering Step Graph : CSG). Les graphes de pas 
couvrant ainsi générés peuvent préserver les états de blocage, 

les propriétés de vivacité, l’équivalence observationnelle ou la 
sémantique de refus. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Les approches d’ordre partiel souffrent de deux limitations 
principales : La première touche le facteur générique de 
l’approche dû au fait que la relation d’indépendance calculée 
est structurelle, ce qui empêche la prise en compte de certaines 
formes d’indépendance entre les transitions. Pour clarifier les 
idées, considérons l’exemple de la Figure 2 [11]. Dans cet 
exemple, on remarque que les transitions a et b sont 
conflictuelles, cependant la présence de deux jetons dans la 
place P1 peut induire une exécution parallèle des transitions a 
et b. Ce genre de parallélisme est appelé communément 
« parallélisme dynamique ». Dans [12] une tentative pour la 
prise en compte du parallélisme dynamique a été proposée. 
Cependant, cette dernière solution est spécifique aux réseaux 
de Petri. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2. Conflit structurel 
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La deuxième limitation se résume en l'impuissance 
d’exploiter toutes les relations d’indépendance. En effet, ils 
existent des cas, où la présence de certaines  transitions 
indépendantes dans un même pas ou l’élimination de certains 
chemins équivalents risque d’éliminer certains états de 
blocage. Pour se convaincre, considérant l’exemple de la 
Figure 3 ; il est clair que la prise en compte de l’indépendance 
entre les transitions a et b dans un même pas nous fait perdre 
l’effet du conflit différé avec la transition c. Par conséquent, la 
présence intense du conflit différé diminue le taux de 
réduction du graphe résultant. 

 

 

 

 

 

 

 

Pour répondre aux limitations sus citées, nous proposons 
dans cet article l’utilisation du modèle des systèmes de 
transitions étiquetées maximales comme structure de 
comportement et la définition du graphe de pas couvrant sur 
cette structure. Afin de située notre contribution, rappelons 
tout d’abord l’intuition du modèles des systèmes de transitions 
étiquetées maximales [4] [13].  

Un système de transitions étiquetées maximales n’est autre 
qu’un graphe d’état bi-étiqueté tel que les transitions sont des 
événements qui représentent le début des actions. Une 
transition est donc étiquetée par le nom de l’action qui lui 
correspond. Un état est étiqueté par l’ensemble des actions qui 
sont potentiellement en cours d’exécution au niveau de cet état 
là, ces actions sont dites maximales. Etant donné que plusieurs 
actions de même nom peuvent s’exécuter en parallèle (auto-
concurrence), nous identifions chaque début d’action par un 
identificateur distinct.  Comme illustration, reconsidérons le 
réseau de Petri de la Figure 3. Dans cet exemple les seules 
actions qui peuvent s’exécuter en parallèle sont a et b. Le 
système de transitions étiquetées maximales qui représente sa 
sémantique est donné par la Figure 4.(b). Dans l’état initial, 
aucune action n’a encore commencé son exécution, l’état 
initial est donc étiqueté par l’ensemble vide. A partir de cet 
état, chacune des actions a et b peut commencer son 
exécution, d’où les transitions t1 et t2 identifiées 
respectivement par les noms d’événement x et y. L’état 1, 
étiqueté par l’ensemble {x} signifie que l’action a est 
potentiellement en cours d’exécution au niveau de cet état. 
Etant donné que l’action b est indépendante de a, la transition 
t3, identifiée par le nom d’événement y, correspond au début 
de l’exécution de b. Dans l’état résultant (état 3) les actions a 
et b peuvent être en cours d’exécution simultanément, d’où 
l’étiquetage de cet état par l’ensemble {x,y}. Cependant, l’état 

2, étiqueté par l’ensemble {y}, montre que dans cet état seule 
l’action b peut être en cour d’exécution. Deux scénarios se 
présentent : soit l’action a commence son exécution, dans ce 
cas on aboutit à l’état 3. Soit c’est l’action c qui commence 
son exécution. Il est clair que l’action c ne peut commencer 
son exécution qu’après la fin de b ; cette dépendance entre la 
transition t2 et la transition t5 est capturée par l’ensemble {y} 
associé à cette transition. Dans l’état résultant (état 4), seule 
l’action c peut être en cours d’exécution, d’où étiquetage de 
cet état par l’ensemble {z}. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le lecteur pourra constater que le système de transitions 
étiquetées maximales de la Figure 4.(a) correspond au réseau 
de Petri de la Figure 2. 

Tel qu’on le verra par la suite, l’approche de réduction que 
nous allons proposer, permettra de réduire les systèmes de 
transitions étiquetées maximales des figures 4.(a) et 4.(b) par 
les graphes de pas couvrant 5.(a) et 5.(b). 

 Le lecteur désireux de voir l’intérêt du modèle des 
systèmes de transitions étiquetées maximales pour la 
spécification et la vérification des applications concurrentes 
pourra [14][15][16][17][18][19][6][7] [1]. 

L'article est organisé selon la manière suivante : la Section 
2 introduit un algorithme de réduction basée sur l'utilisation 
conjointe de la sémantique de maximalité et de l’approche des 
pas couvrants. Le papier est clôturé par une discussion sur 
quelques résultats obtenus.  
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Figure 4. Les STEMs 
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Figure 5. Graphes Réduits 
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II. REDUCTION DE STEM BASEE SUR LES PAS COUVRANTS 

En s'inspirant de la technique de pas couvrants, nous ne 
considérons pas tous les entrelacements possibles. Par contre, 
nous construisons, sous certaines conditions, un pas 
permettant d’atteindre directement l’état final qui aurait été 
atteint par chacune des séquences entrelacées. La Figure 6 
montre le bénéfice obtenu dans le cas de la dérivation de trois 
actions parallèles (a, b et c) en présence du conflit différé. Le 
graphe de la Figure 6.(b) est le graphe de pas du système de 
transitions étiquetées maximales de la Figure 6.(a) dans lequel 
tous les entrelacements équivalents ont été convertis en deux 
pas (p1 et p2); le premier pas exprime le début d’exécution de c 
et l’autre exprime celui du début de l’exécution parallèle de a 
et de b. Le graphe ainsi obtenu sera appelé « graphe de pas 
maximaux ». 

Le graphe de pas construit couvre le système de transitions 
étiquetées maximales initial modulo l’équivalence de traces de 
Mazurckiewicz [9] Tel qu’on le verra par la suite, ce graphe 
préserve les états de blocage et la propriété de la vivacité. 

A. Définitions préliminaires 

L’entrelacement censé être représenté par un pas (ou 
plusieurs pas), est un chemin (dit chemin maximal) dont l’état 
cible contient tous les événements maximaux associés aux 
actions qui le constituent. Les différentes définitions 
présentées dans cette section ont pour but l'introduction de la 
notion de pas, dit pas maximal. 

o « Système de transitions étiquetées maximales » : M étant 
un ensemble dénombrable des noms des évènements, un 
système de transitions étiquetées maximales (STEM) de 
support M est un quintuplet (Ω,λ,µ,ξ,ψ)avec: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Ω=<S,T,α,β,s0> est un système de transitions tels que 
: 

– S : l’ensemble d’états dont lesquelles peut se 
trouver le système, cet ensemble peut être 
fini ou infini. 

– T : l’ensemble de transitions indiquant le 
changement d’états que peut réaliser le 
système, cet ensemble peut être fini ou 
infini. 

– α et β sont deux applications de T dans S tels 
que pour toute transition on a: α(t) 
l’origine de la transition et  β(t) son but. 

– S0 est l’état initial de Ω 
• (Ω,λ) est un système de transitions étiquetées par un 

alphabet Act, nommé support de (Ω,λ), avec 
(λ :T→Act). 

• ψ : S→2fn
M  est une fonction qui associe à chaque état 

l’ensemble fini des noms des évènements maximaux 
présents au niveau de cet état. 

• µ :T→2fn
M  est une fonction qui associe à chaque 

transition l’ensemble fini des noms des évènements 
correspondant aux actions qui ont commencé leur 
exécution et dont la terminaison sensibilise cette 

Figure 6. Un STEM et son graphe de pas maximaux 
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transition ; cet ensemble correspond aux causes 
directes de la transition. 

• ξ:T →M  est une fonction qui associe à chaque 
transition le nom de l’évènement qui identifie son 
occurrence. 
Tel que pour toute transition  , µ(t) ⊆  ψ (α(t), 
ξ(t) ∉ ψ ( -µ(t) et ψ(β(t))=( ψ(α(t))-µ(t)) { ξ(t)} 

o «Séquence d’événements» : < _ > : Atm* → M* est la 
fonction qui génère une sequence de noms d’événements à 
partir d’une séquence d’atoms. Elle est définie 
intuitivement par : 

<ε> =def ε  et < Max.p> =def  x.<p> 

o «Support d’une séquence de transitions» : Soit ||  || : 
  la fonction définie par :  

||ε|| =def Ø et ||u.w|| =def {u} ∪ ||w||, où  et  

o «Extension de trace de Mazurckiewicz sur les STEMs» : 
Soit S = <S, s0, T, ψ, µ, ζ> un STEM et  U.Max.Nby.V et 
U.N' by.M' axV deux chemins de S. On considère ≈ la 
relation définie sur T*×T* par <U.Max.Nby.V> ≈ <U.N' by.M' 

ax.V > ssi x∉N et y∉M', par construction, ≈ est réflexive 
et symétrique.  

L’équivalence de trace ≡ peut être définie par la fermeture 
transitive de la relation ≈, ses classes appelées des traces. 
[<w>] dénote la trace générée par le chemin w. 

o «Chemin maximal» : Soit S =(Ω,λ,µ,ξ,ψ) avec 
Ω=<S,T,α,β,s0> un système de transitions étiquetées 
maximales et soit w ∈T*, w est un chemin maximal ssi 

',', ssSss
w

⇒∈∃  :  

||<w>|| ⊆  ψ(s') et  ( →/'s ) Tt ∈∃∨ ( : wt n’est pas un 
chemin maximal). 

o «Le petit chemin» : Soit Cs un ensemble de chemins 
maximaux associe à l’état s, Min(Cs)= 

{ c\ ><⊂><∈∃/ ccCc s ':' }. 

o «Équivalence des chemins maximaux » : Deux chemins 

maximaux w et w' sont équivalents (w≈cw') ssi : 'ss
w

⇒ et 

'
'

ss
w

⇒ . 

C’est un cas particulier de la relation d’équivalence de trace de 
Mazurckiewicz dont tous les événements sont indépendants. 

o «Pas de transitions» : Soit Soit S =(Ω,λ,µ,ξ,ψ) avec 
Ω=<S,T,α,β,s0> un système de transitions étiquetées 

maximales et soit *Tw∈ , ||w|| définit un pas ssi: 

><∈∀⇒∈∈∃ wessTwSss
w

:'*,,', , )'(se ψ∈ . 

o «Extension de la relation d’accessibilité aux pas de 
transitions maximales» : Soit →p, l’extension de → aux 

pas maximaux, et w un chemin maximal 'ss
w

⇒ . Le pas 

associé est p
w→ . 

La méthode de réduction proposée consiste à remplacer 
tous les chemins maximaux équivalents par un seul chemin 
(en préservant les chemins maximaux), ou ce dernier doit être 
à son tour remplacé par un pas maximal. A la fin, le graphe 
construit est un graphe de pas maximaux.  

B. Graphe de pas maximaux 

Intuitivement, un graphe de pas maximaux (GPM) n’est 
que un STEM où en remplaçant chacun de chemins maximaux 
de STEM par leur pas correspondant. À titre d’illustration, le 
GPM de la Figure 7 a été obtenu en remplaçant l’ensemble de 
chemins maximaux {Øcy.Øax; Øcy.Øbw; Ødz.Øax; Ødz.Øbw} du 
STEM de la Figure 4.(a) par leur ensemble de pas 
correspondant. 

Définition.1 «Graphe de pas maximaux (GPM)» : Soit S 
=(Ω,λ,µ,ξ,ψ) avec Ω=<S,T,α,β,s0> un système de transitions 
étiquetées maximales, G'=(Ω’,λ’,µ’,ξ’,ψ) avec Ω’=<S’, 
Ξ ,α,β,s0> est un graphe de pas maximaux de S ssi : 

1. ,':'' SsSs ∈∈∀  

2. ∈∀ 't  Ξ  : t' est un pas, où ||t'|| constituent un chemin 
maximal dans S. 

3. ',' ssSs xM a →∈∀ T∈ ,  

       

{ }]'[].[:''*,'

''',,'''
'

*

><=><⇒Ξ∈∃⇒

⇒∈∀∈∀

wwassw

ssTwSs

xM

w

p

w

       

Tel que : 

– ζ' : T
fn2 →2fn

M,  ζ'(ε) =def ε ζ'({ t} ∪ E) =def ζ(t) ∪ ζ'(E) 

– µ' : T
fn2 → 2fn

M, µ'(ε) =def ε, µ'({ t} ∪ E) =def  µ(t) ∪  µ'(E) 

Figure 7. Un Graphe de pas  maximaux 
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Où pour tout pas 'ss p
E→ , les conditions suivantes sont 

satisfaites :  ψ(s') = (ψ(s) \ µ'(E)) ∪  ζ'(E) et ζ'(E) ⊆/  ψ(s) - 

µ'(E) et µ'(E) ⊆  ψ(s') 

Proposition 1 : Les graphes de pas maximaux préservent les 
états de blocage et la vivacité. 

C. Algorithme de construction à la volée d’Un graphe de pas 
maximaux  

Dans ce qui suit, on va proposer un algorithme qui nous 
permet de construire à la volée un graphe de pas maximaux à 
partir d'une spécification LOTOS [3]. Ceci est effectué en se 
servant de l’extension directe de l’algorithme de génération 
classique de graphe d’états. Le plus réside dans les lignes 7, 
8 et 9 de l’algorithme ci-dessous, et qui consiste à vérifier, 
pour chaque transition développée, si elle peut faire partie 
(Condition.1) d’un pas maximal ou elle est elle-même un 
pas, c’est le rôle de la procédure Construire_ pas ligne 9. 

Condition 1: Soit G = <S', s0,Ξ , ψ, µ', ζ'> un GPM en cours 
de génération (au niveau de l’état s'), et soit 

Ξ∈→ 'ss p
p  :

t

st →∀ ':  généré, si pt∈Min(Cs) alors  pt 

est un pas de GPM, sinon t est un pas.  

Algorithme "Algorithme de construction à la volée de 
GPM" 
Données : Expression de comportement Basic LOTOS ; 
Résultats : GPM ; 
Variables : 
S’ : liste de configurations non traitées; 
S : liste de configurations déjà traitées ; 
T ,T’: liste de transitions ; 
Début 
1 Initialiser S’par l’etat initial s0; 
2 Tantque  S’ non vide Faire 
3 Sélectionner et supprimer un élément s de S’ ; 
4 T’←Tirer_Transitions (s) ; 
5  Ajouter s à la liste S ; 
6  Ajouter les nouvelles états  résultants à S’ ; 
7   Pour chaque successeur s’ de s faire        
8       Pour chaque  t’ de T’  faire 
9            Construire_ pas  

         FinTant 
FinAlgo. 

III.   RESULTATS  

Nous présentons dans cette section deux systèmes à étudier 
dans le but de confirmer le fait qu’il est très difficile de 
connaître au préalable quelle est l’approche d’ordre partiel la 
plus efficace en terme de taille du graphe construit. Cette étude 
consiste à comparer la taille du GPM avec celle des autres 
approches citées dans cet article. Les outils utilisés sont : 
TINA [20], pour générer les graphes de pas « GPC », les 
ensembles persistants « Pset » et les graphes de pas persistant 

« GPP ». Lotostem 2.0 [2], pour générer les STEMs. 
LotosGPM, pour générer les GPMs, LotosGPM est une 
implémentation de l’algorithme proposé dans la section 
précédente et elle est intégrée dans FOCOVE [18].  

Le système de la Figure 8.(a)  illustre un cas où les GPMs 
sont plus efficaces que les autres graphes. Le  tableau.1 résume 
les résultats obtenus en nombre de transitions et en nombre 
d’états S selon le nombre de transitions T pouvant être tirées 
en parallèle (n). Nous constatons que la taille du GPM reste la 
même quelque soit la valeur de n. 

En revanche, pour le système de la Figure 8.(b) nous avons 

remarqué que la taille d’un GPM est largement inférieure à 
celle du STEM correspondant; cependant, elle est plus 
importante que celle des autres graphes. En dépit de ces 
résultats, les GPMs restent relativement privilégiés car ils 
représentent implicitement plus d’informations sur l'exécution 
parallèle des actions. 

 

Proposition 2 : Les approches de GPC, PSet, GPP et GPM 
sont incomparables : il est très difficile de connaître au 
préalable quelle est l’approche d’ordre partiel la plus efficace 
en terme de taille du graphe construit. 

IV.  CONCLUSION 

Cet article est une contribution à la réduction de 
l’explosion combinatoire de graphes d'états des systèmes de 
transitions. Les approches d’ordre partiel les plus répandues 

 
n 

Graphe 
d’états 

GPC PSet GPP STEM GPM 

T S T S T S T S T S T S 
2 13 9 13 9 10 8 6 6 13 9 3 4 
3 33 17 33 17 20 13 14 10 33 17 3 4 
4 81 33 81 33 42 22 34 18 81 33 3 4 
5 193 65 193 65 92 39 82 34 193 65 3 4 

Tableau 1.  Des résultats pour le système de la Figure 8.(a)  

n 

Graphe 
d’états 

GPC PSet GPP STEM GPM 

T S T S T S T S T S T Ss 
2 8 4 4 2 8 4 4 2 12 9 4 5 
3 24 8 8 2 16 7 8 2 54 27 8 9 
4 64 16 16 2 26 11 16 2 216 81 16 17 
5 160 32 32 2 38 16 32 2 810 243 32 33 

Tableau 2.  Des résultats pour le système de la Figure 8.(b) 

Figure 8. Les systèmes à étudier 
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sont des techniques basées sur le calcul structurel de la relation 
d’indépendance d’actions. Nous avons proposé un travail basé 
sur l’utilisation conjointe du modèle des STEMs et la méthode 
de pas couvrants. Un STEM est en effet un modèle qui a rendu 
possible la considération des branchements de manière 
générique. Le graphe réduit est un graphe complet préservant 
les propriétés générales, à savoir les états de blocage et la 
vivacité. 

Les résultats exposés dans cet article peuvent être étendus par 
l’étude d’autres propriété spécifiques tels que l'équivalence 
observationnelle de maximalité, la sémantique de refus, …etc. 
Il serait aussi intéressant d’étudier les relations d’équivalence 
entre les GPMs. Une autre perspective de ce travail consisterait 
à étendre les résultats au modèle des DATA et des DATA* 
(Durational Action Timed Automata) pour la vérification des 
systèmes temps réel [1] [16].  
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