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Аль-Фараби (870-950 гг.) – один из величаи̮ших ученых, мыслителеи̮ и энциклопедистов 

раннего средневековья, уроженец Казахстана и представитель древних тюркских племен, на основе 
которых был образован нынешнии̮ Казахскии̮ народ. Как обладателю незаурядных способностеи̮ во 
всех отраслях знании̮, ему принадлежит почетное место среди огромнои̮ плеяды ученых 
средневекового Востока, которые еще при жизни называли его вторым учителем - «ал - муаллимас-
сани» после Аристотеля. 

Аль-Фараби является одним из основоположников прогрессивнои̮ общественно-
философскои̮ мысли на мусульманском Востоке, в том числе в Среднеи̮ Азии и Казахстане, откуда 
вышли такие философы и ученые, как Ибн-Сина, аль-Бируни, Омар Хаи̮ям, Наср ад-Дин ат-Туси и др. 
Написал кроме чисто философских и логических сочинении̮, множество естественно-
математических и натурфилософских работ. Оставил богатеи̮шее научное наследие, которое 
оказало огромное влияние на последующее развитие науки, как на Востоке, так и на Западе. 
Изучение научного наследия этого мыслителя, определение его влияния на мировую науку и 
цивилизацию были и продолжают оставаться актуальными и сегодня. 

В научнои̮ деятельности аль-Фараби и физико-математические науки также занимают 
большое место. Математическое наследие аль-Фараби достаточно хорошо изучено Ауданбеком 
Кубесовым (1932-2008 гг.), которои̮ является крупным ученым в области истории математическои̮ 
науки и педагогики исламского Востока. Его труды «Математическое наследие аль-Фараби», 
«Математические трактаты» оцифрованы в Мичиганском университете (2007 г., 2010 г.), а 
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«Комментарии к «Альмагесту» Птолемея» - в Калифорнии̮ском университете (2008 г.) [1, 4]. 
В исследованиях А. Кубесова приведены основные сведения о рукописях, изданиях, 

переводах и исследованиях сочинении̮ аль-Фараби, содержащих физико-математические сведения. 
Некоторые другие сведения о зарубежных изданиях, переводах и исследованиях этих сочинении̮ 
можно наи̮ти в библиографическои̮ книге Н. Решера [2]. 

Широко известна монография А. Кубесова «Математическое наследие аль-Фараби» [10], 
получившая высокую оценку зарубежных ученых [1]. В неи̮ на основе опубликованных и 
неопубликованных рукописеи̮ ученого освещены математика в классификации аль-Фараби, 
геометрия, тригонометрия и ее применение в астрономии, арифметика, алгебра аль-Фараби, учение 
о вероятностях и математическои̮ теории музыки, и др., краткои̮ обзор которых приведен в статье 
[5].   

А. Кубесовым был обнаружен до него неизвестныи̮ геометрическии̮ трактат аль-Фараби, 
которыи̮ называется «Книга духовных искусных приемов и природных таи̮н о тонкостях 
геометрических фигур». 

Данныи̮ труд аль-Фараби, целиком посвященныи̮ геометрическим построениям, важным в 
землемерии, архитектуре, технике и геодезии, состоит из введения и 10 книг (макалат). Он был 
создан, как видно из названия «духовные искусные приемы», для приложении̮ геометрии к 
различным вопросам практики и других наук, что соответствует общеи̮ характеристике 
математики средневекового Востока, которая, в основном, была прикладно-вычислительнои̮.   

Так, в первои̮ книге им рассматриваются элементарные построения с помощью циркуля и 
линеи̮ки. Вторая книга трактата посвящена правильным многоугольникам, строящимся на данном 
отрезке, а третья книга – правильным многоугольникам, вписанным в круг. 

В четвертои̮ книге решаются задачи построения круга, описанного около треугольника и 
правильных многоугольников, а в пятои̮ книге – построения круга, вписанного в треугольник. 
Шестая книга посвящена построению правильных многоугольников, вписанных друг в друга. 
Построение треугольников в некоторых задачах основаны на применении метода гомотетии. 

В седьмои̮ книге рассматриваются задачи разделения треугольника на равные части, 
увеличения и уменьшения его в несколько раз; применяется метод гомотетии. 

Восьмая книга посвящена разделению параллелограммов и трапеции̮ прямыми, 
удовлетворяющими различным условиям. Здесь также применяется метод гомотетии. 

В девятои̮ книге решен ряд задач на преобразование квадрата из n2 квадратов, построение 
квадрата из 2n2 и n2 + m2 квадратов и обратные задачи, различные способы построения квадрата из 
трех равных квадратов. В этои̮ же книге приводится критика аль-Фараби решения ремесленниками 
задачи утроения квадратов. 

Десятая книга посвящена различным построениям на сфере, в том числе разделению сферы 
на правильные сферические многоугольники, равносильные построению вписанных правильных 
многогранников, вершинами которых являются вершины многоугольников. 

Вопросам геометрических построении̮ придавалось большое значение и многими 
предшественниками аль-Фараби.  Самая древняя книга, где специально рассматривались задачи на 
построение – это сочинение индии̮ских математиков VII-V вв. до нашеи̮ эры, посвященное, в 
основном, правилам построи̮ки алтареи̮. Имелось значительное количество сочинении̮ о 
геометрических построениях и у древних греков, и у ряда ученых средневекового Востока. Поэтому, 
естественно, при составлении указанного труда по геометрическим построениям аль-Фараби в 
значительнои̮ степени опирался на достижения своих предшественников. Многие идеи, 
высказанные в этом труде, были развиты в дальнеи̮шем в трудах математиков, как средневекового 
Востока, так и Европы эпохи Возрождения.  

Геометрическии̮ трактат аль-Фараби сыграл большую роль в развитии конструктивнои̮ 
геометрии. Более того, алгоритмы геометрических построении̮, как известно, рассматриваются и в 
вычислительнои̮ геометрии, которая является разделом современнои̮ информатики. Так что есть 
основание считать, что в трактате рассматривается начало современнои̮ вычислительнои̮ 
геометрии.  

Геометрические задачи на построение, составляя одну из содержательных линии̮ 
школьного курса геометрии, и сегодня являются весьма существенным элементом в обучении 
геометрии, неотъемлемои̮ ее частью.  

В трактатах аль-Фараби предлагаются уникальные алгоритмы огромного количества 
геометрических задач на построение с помощью циркуля и линеи̮ки даже для задач, в которых 
точное построение сделать просто невозможно. Для них приводится алгоритм, позволяющии̮ 
осуществить построение только лишь приближенно. Особыи̮ интерес среди них вызывают 
классические задачи древности: о трисекции угла, построении правильных многоугольников, 
вписанных в круг и ряд других задач, неразрешимых точно с помощью циркуля и линеи̮ки.  
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Правильные многоугольники всегда привлекали к себе внимание ученых, строителеи̮, 
архитекторов и многих других.  Алгоритмы построения некоторых из них рассмотрены еще 
Евклидом, но большои̮ вклад в решение задач построения подобных многоугольников внес 
немецкии̮ математик Гаусс (1801 г). Он указал все значения n, при которых возможно построение 
правильного n-угольника с помощью только циркуля и линеи̮ки. Этими многоугольниками 
оказались лишь такие многоугольники, у которых количество сторон является простым числом 
вида 2ଶೖ + 1,  а также те, которые получаются из них удвоением числа сторон. 

С помощью циркуля и линеи̮ки оказалось невозможным построение правильного 7, 9, 11, 13, 
14, 18, 19, 21, 22, 23, 25, 27, 28….- угольников и т.д. 

Отметим, что Евклидом построение правильных многоугольников при n=7,8,9,10 вообще не 
рассматривалось. 

А у аль-Фараби в трактате приведены уникальные алгоритмы построения с помощью 
циркуля и линеи̮ки и семи, и девятиугольников, благодаря которым достаточно просто, но с 
некоторои̮ сравнительно малои̮ погрешностью осуществляется их построение. 

К примеру, алгоритм построения правильного вписанного семиугольника он описывает 
так: «Если он сказал: как построить на линии АВ равностороннии̮ семиугольник, то сделаем линию 
ВС, равнои̮ линии АВ, построим на линии АС равностороннии̮ треугольник DAC и опишем около 
треугольника  ADC круг. Проведем в нем хорду - линию АЕ, равную линии АВ, и разделим АЕ пополам 
в точке G, восставим перпендикуляр GH и продолжим его до окружности круга [рис.1]. 

 

 
Рис.1.		Построение	семиугольника	по	алгоритму	аль-Фараби		

Разделим АВ пополам в точке F, восставим в неи̮ перпендикуляр FI, равныи̮ перпендикуляру 
GH. Проведем через точки А,	В и I круг ABI и отложим [на нем] дуги АК,	KL,	LI,	IM,	MN и NB, равные 
дуге АВ. Проведем линии АК,	 KL,	 LI,	 IМ,	 MN и NB; это — равностороннии̮ и равноугольныи̮ 
семиугольник» [3, стр. 110—111]. 

Данное построение, впрочем, как и все остальные, у аль-Фараби приведено без 
доказательства.  

Обоснование ее с опорои̮ на современные знания в области школьнои̮ математики и с 
использованием современных вычислительных средств, позволяет приближенно, с любои̮ 
заданнои̮ точностью, определить значение стороны правильного вписанного семиугольника. С 
точностью до трех десятичных знаков оно равно: 2∙R∙sin(3600/14)≈2∙R∙sin25071’≈R*0,868. ଷ଺଴°

ଵସ
≈

43ᇱ°25݊݅ݏ2ܴ ≈ ܴ ∙ 0.868По алгоритму построения аль-Фараби сторона правильного семиугольника 
с точностью до тысячных равна (R∙√3)/2≈R∙0,866. Эта точность не улучшаема.  Для остальных n – от 
3 до 10 - предложенные аль-Фараби алгоритмы построения многоугольников не вызывают 
затруднении̮ и точны. 

Обоснование подобных задач на построение требует привлечения огромного количества 
сведении̮ из геометрии, что должно способствовать закреплению и более глубокому, 
осознанному усвоению учащимися теоретического материала, обобщению и систематизации их 
знании̮. Безусловно, все они достои̮ны внедрения в математическое образование сегодняшних 
школьников. Знакомство с ними, включая многочисленные искусные приемы, предлагаемые 
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ученым для их решения, позволит повысить и теоретическии̮, и практическии̮ уровень обучения 
геометрии.  

Обращение к научному наследию аль-Фараби важно еще и потому, что перед 
педагогическои̮ наукои̮ Казахстана сегодня стоит ответственная миссия, связанная  с реализациеи̮ 
Государственнои̮ программы « Культурное наследие», которая ставит на повестку дня вопрос об 
изучении наследия выдающихся мыслителеи̮ прошлого, источников и документов, имеющих 
историческое значение в культурном наследии казахского народа [8]. Использование при 
изложении материала урока исторических сведении̮ подчеркнет практическое его значение, 
поднимет интерес учащихся к изучаемому материалу и будет способствовать прочному его 
усвоению.  

А использование при этом современных информационных технологии̮ позволит усилить 
мотивацию учения, обеспечить формирование интереса учащихся к ним и, что очень важно, 
повысить эффективность и качество их обучения. Возможность их применения обусловлена, 
прежде всего, уникальностью исследования аль-Фараби, заключающеи̮ся в использовании 
алгоритмического подхода при решении математических проблем и прикладнои̮ направленностью 
проведенных им исследовании̮.  

Одним из современных средств информационных технологий, специально 
предназначенных для применения в обучении геометрии, безусловно, являются интерактивные 
геометрические среды, позволяющие создавать качественные планиметрические и 
стереометрические чертежи. Здесь можно создавать конструкции с точками, векторами, линиями, 
коническими сечениями, а также математическими функциями, а затем динамически изменять их, 
строить анимации. В них можно напрямую вводить уравнения и манипулировать координатами. 
Программы динамической геометрии позволяют выполнять геометрические построения на 
компьютере таким образом, что при изменении одного из геометрических объектов чертежа 
остальные также изменяются, сохраняя заданные отношения неизменными.  

Наибольшей популярностью среди подобных программ пользуется GeoGebra. Обладая 
огромными возможностями, она позволяет не только осуществлять геометрические построения, 
демонстрировать доказательства утверждений, строить анимации, что позволяет совместно с 
учащимися устанавливать, открывать заново те или иные свойства рассматриваемой фигуры. В 
отличие от других программ для динамического манипулирования объектами в ней имеется 
возможность интерактивного сочетания геометрического, алгебраического и числового 
представления. Созданный в ней анимированный файл можно использовать не только в самой 
среде, но и во многих других средах в виде видео файла, анимированного gif-файла, web-страницы 
и т.д. 

Представление всех алгоритмов в трактате аль-Фараби в виде четкой последовательности 
действий существенно облегчает их компьютерную реализацию.  Принимая это во внимание, а 
также учитывая возможности данной программной среды, на кафедре информатики и 
информатизации образования Казахского  национального педагогического университета имени 
Абая  проводимой под эгидой научно-исследовательской работы по теме «Математическое 
наследие аль-Фараби в современном образовании» в экспериментальном порядке разработан и 
внедрен в  подшефной школе курс «Задачи на геометрические построения аль-Фараби в среде 
GeoGebra» в рамках внеклассных мероприятий [6].  Основными развивающими его целями явились:  

- повышение уровня математической подготовки школьников, а именно развитие 
логического, эвристического, алгоритмического, пространственного мышления;  

- личностное развитие, выраженное в выработке навыков самоконтроля, рефлексии, 
изменения роли в учебном процессе от пассивного наблюдателя до активного исследователя. 

Остановимся более подробно на решении в среде GeoGebra нескольких примеров из данного 
курса. 

Интересной представляется задача построения правильного девятиугольника, которая 
относится к категории задач на геометрические построения, неразрешимых с помощью циркуля и 
линейки. В основе алгоритма его решения, предложенного аль-Фараби [3], лежит задача о делении 
угла на три равные части.  

Следует отметить, что и задача о трисекции угла, сводящаяся к кубическому уравнению 
sin(β)=3∙x-4∙x3, sin(β/3)=x, где β рассматриваемый угол, за исключением случая трисекции прямого 
угла, не может быть решена точно с помощью только линейки и циркуля постоянного раствора. 
Неразрешимость данной задачи в общем случае показана в работе [11, стр.164.].   

Аль-Фараби же в своих трактатах приводит два способа ее решения. Решения эти, 
разумеется, приближенные с незначительной погрешностью.  Но в работе он не отмечает 
приближенного характера своих построений.  
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Один из этих алгоритмов описан им следующим образом: 
«Если он сказал: как разделить угол АВС на три равные части, то если угол прямой, построим 

на линии ВС равносторонний треугольник DBC. Тогда угол ABD – треть прямого угла. Разделим угол 
DBC пополам. Вот рисунок этого (рис.2)». 

 
Рис.2.	Построение	трисекции	прямого	угла	по	алгоритму	аль-Фараби	

Если угол меньше прямого угла, то «построим острыи̮ угол – угол ABC  и, если мы хотим 
разделить его на три равные части, опустим из точки A перпендикуляр AH  на линию BC и проведем 
из точки A линию AD параллельно BC. Приложим линеи̮ку к точке B и будем двигать ее по линиям 
AD и AH до тех пор, пока линия, которая находится между линиями AD и AH, не станет равнои̮ 
удвоеннои̮ линии AB. Это, например, линия DEB, так что линия DE – удвоенная линия AB. Тогда угол 
DBC треть угла ABC. Вот рисунок этого (рис.3)». 

   
Рис.3.	Построение	трисекции	острого	угла	по	алгоритму	аль-Фараби	

Это построение у аль-Фараби также приведено без доказательства. 
Алгоритм построения правильного девятиугольника, основанныи̮ на построении 

трисекции угла, аль-Фараби описывает так: «Если он сказал: как построить на линии АВ	
равностороннии̮ и равноугольныи̮ девятиугольник, то опишем круг CDE	произвольного размера с 
центром в точке G,	отметим на нем точку С, примем ее за центр и на расстоянии полудиаметра круга 
отметим [точки] Е и D.	Разделим дугу DE	на три равные части [рис. 4]. Пусть одна такая дуга - ЕН. 
Проведем линии EG,	 ЕН	и HG.	Проведем между линиями EG	и HG	линию FI,	равную линии АВ и 
параллельную линии ЕН. Примем точки А и В за центры и на расстоянии FG	опишем круги, которые 
пересекутся в точке К. Примем точку К за центр и на расстоянии КА [опишем] круг ABL.	Разделим 
дугу ALB на восемь равных частеи̮ и соединим эти точки деления хордами. Получится 
равностороннии̮ и равноугольныи̮ девятиугольник на линии	АВ» [3, стр. 113-114]. 
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Данный алгоритм аккуратно, с математической точностью несложно реализовать в 
описанной выше программной среде GeoGebra (рис.4).  

 
Рис.4.	Построение	девятиугольника	по	алгоритму	аль-Фараби	

Видно, что полученный в результате построений по описанному алгоритму компьютерный 
чертеж в среде GeoGebra выглядит не просто аккуратно и математически точно, но и представляет 
собой совершенно новое явление. Его можно сохранять и видоизменять. Элементы чертежа легко 
измерить, выделить палитрой цвета, сопровождать надписями. От учащихся требуется 
осуществление не только соответствующих построений в данной программной среде, но  и 
обоснование алгоритма с опорой на современные знания в области школьной геометрии. 

Построение девятиугольника по алгоритму аль-Фараби, как было отмечено выше, является 
приближенным и допускает некоторую достаточно маленькую погрешность, которую на чертеже 
заметить очень сложно, но необходимо ее показать при обосновании. Сторону правильного 
девятиугольника аль-Фараби определяет с помощью трисекции дуги, равной одной трети 
окружности. Если обозначить sin(β/3)=x, то sin(β)=3∙x-4∙x3, где β=α/2, α=1200. Отсюда значение 
стороны определяется с точностью до тысячных и равно 2∙R∙sin(3600/18)≈R∙0,684, чем и объясняется 
погрешность в построении.  

Подобные задания увлекают школьников. Они позволяют не только углубить знания 
учащихся по программе, но и способствуют развитию их мышления и ключевых компетентностей. 

Большой интерес у учащихся вызывают и, представленные в трактатах, задачи на 
построение в пространстве. В их числе задачи по разделению сферы на некоторое число 
сферических многоугольников, что равносильно построению правильных вписанных 
многогранников типа октаэдра, тетраэдра, куба, икосаэдра.  Сферические многоугольники 
являются соответственно проекциями их граней на поверхности сферы, проведенными из ее 
центра. 

Одной из таких задач является задача разделения сферы на четыре равные части, 
являющиеся правильными сферическими треугольниками. Аль-Фараби предлагает следующий 
способ ее решения: «Если он сказал: как разделить сферу на четыре равных треугольника с равными 
сторонами и углами, если известен диаметр сферы, то если диаметр сферы равен линии AB, 
построим на линии AB полукруг, отложим линию АС, равную трети AB, проведем линию CD 
перпендикулярно к линии AB; она встретит полукруг ADB в точке D. Возьмем на круге 
произвольную точку Е, примем ее за полюс и на расстоянии BD опишем круг FGH, разделим его на 
три равные части в точках G,	 H,	 F и проведем через полюс и через каждую точку G,	 H и F дуги 
большого круга, пересекающиеся в точке J, а через каждые две из точек G,	H и F – дугу большого 
круга. Тогда получим сферу, разделенную на четыре равносторонних и равноугольных 
треугольника. Это треугольники JHF,	JHG,	FJG и GHF». 

Использование среды GeoGebra при реализации данного алгоритма значительно упрощает 
построение, предоставляет возможность более наглядного оформления и динамического 
манипулирования частями чертежа для лучшего понимания, как алгоритма, так и полученных 
результатов, способствует вовлечению учащихся в активную познавательную деятельность, путем 
выдвижения различных гипотез и поиска ответов (рис. 5-6). 
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Рис.5.	Разделение	сферы	на	четыре	равные	части	по	алгоритму	аль-Фараби	

 
Рис.6.	Анимирование	частей	сферы,	разделенной	по	алгоритму	аль-Фараби	

Достаточно увлекательными являются и алгоритмы решения задач на разделение 
квадратов, их составление и построение фигур, вписанных в них, которые часто встречаются на 
практике. 

В их числе следующии̮ алгоритм: «Если даны квадраты, число которых состоит из двух 
неравных квадратов, то построим два прямоугольника, длина каждого из них равна стороне 
большого квадрата, а ширина равна стороне меньшего квадрата.  Рассечем каждыи̮ из них пополам 
диагональю; получатся четыре равных треугольника со сторонами, равными сторонам квадратов, 
их диагональ равна стороне искомого квадрата. Если мы расположим в середине квадрат, сторона 
которого равна разности сторон двух данных квадратов, и расположим стороны треугольников на 
его сторонах, получится один квадрат, построенныи̮ из квадратов», сформулированныи̮ для общего 
случая.  

Здесь же им дано его применение в конкретном случае: «если мы хотим построить квадрат 
из тринадцати квадратов с равными сторонами и диагоналями, то один квадрат состоит из 
единичных квадратов, их девять, сторона этого квадрата равна трем; другои̮ составлен из четырех 
единичных квадратов, его сторона равна двум. Построим два прямоугольника, одна сторона 
которых – три, а другая – два. Получатся два прямоугольника, каждыи̮ из которых состоит из шести 
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квадратов. Рассечем их по диагонали; получатся четыре треугольника, длинныи̮ катет каждого из 
которых – три, короткии̮ – два, а гипотенуза – корень из тринадцати. Выделим из квадратов 
единичныи̮, поместим его в середине и приложим к нему треугольники большими катетами к 
стороне квадрата. Из них составится квадрат, каждая сторона которого – гипотенуза треугольников, 
т.е. корень из тринадцати» [3]. 

И в этом случае при реализации алгоритма очень кстати использование интерактивнои̮ 
среды GeoGebra, которая позволяет подготовить необходимые чертежи, осуществить их разделение 
и перетаскивание (рис.7). 

 
Рис.7.	Разделение	квадратов	по	диагонали	и	составление	на	их	основе	нового	квадрата	

Подобных задач на построение, описанных аль-Фараби в трактатах и включенных в 
программу разработанного для школьников элективного курса множество. Знакомство с ними, 
включая многочисленные искусные приемы, предлагаемые ученым для их решения, позволит 
расширить представления учащихся как о самих задачах на построение, так и возможных способах 
их решения, систематизировать знания учащихся. И, несомненно, будет способствовать развитию 
познавательных интересов, пространственного и логического мышления учащихся, развитию 
навыков построения фигур, исследовательских их навыков, повышению уровня их графической 
культуры.  

 
Рис.	8.	Основные	тригонометрические	линии	по	аль-Фараби	

Исторический контекст учебного материала значительно усилит доказательность и 
убедительность важности полученных результатов, позволит расширить и обогатить систему 
предметных знаний учащихся, повысит их прочность за счет анализа и повторения учебного 
материала в новом - историческом - контексте, интересном и эмоционально насыщенном для 
восприятия учащимися.  
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Среди математических трудов аль-Фараби наряду с геометрией особое место занимает 
довольно развитая тригонометрия, созданная им в связи с применением математических методов 
для решения разнообразных задач математической астрономии и географии. 

 В начале своих тригонометрических глав аль-Фараби дает разъяснение основных 
тригонометрических линии̮ – хорды, синуса, косинуса и др. Он пишет «ABC – круг, его центр – E, его 
диаметр – AC (рис. 8). Проведем EB под прямым углом из точки E. Зададимся дугои̮ AG, проведем 
линию AG, опустим GD перпендикулярно к AC и GH – перпендикулярно к BE, соединим G и C. Тогда 
линия AG – хорда дуги AG, GC –хорда ее дополнения, GD – синус дуги AG, GH – ее косинус, равныи̮ 
линии DE,	AD – стрела дуги AG;	BH – стрела дуги GB, дуга GB – дополнение дуги AG до четверти круга, 
дуга  GBC - дополнение AC до половины круга» [10].   

Как видно из текста, синусы и косинусы он рассматривает в первои̮ четверти, а хорды, как и 
Птолемеи̮, на верхнеи̮ полуплоскости. Более того, из текста и рисунка легко можно установить 
основное тригонометрическое тождество ݊݅ݏଶߙ + ߙଶݏ݋ܿ = ܴଶ и следующие формулы приведения  

90
90

) ݊݅ݏ |0 − (ߙ
) ݏ݋ܿ |0 − ,(ߙ ߙݏ݋ܿ =

ߙ݊݅ݏ =

, а также то, что величина линии синуса в первои̮ четверти возрастает, а линии 

косинуса убывает.  
Далее он дает определение синуса «как половины хорды удвоеннои̮ дуги», т.е. если ܦܤ =

ܿℎ݀2ߙ (рис.9), то BC – линия синуса дуги ܤܣ =  и ,ߙ
ߙ݊݅ݏ     = ଵ

ଶ
∙ ܿℎ݀2(1)                                                                                          .ߙ  

 
Рис.9.		Определение	синуса	по	аль-Фараби	

Это одно из первых известных нам введении̮ синуса при комментировании Птолемея. Аль-
Фараби в дальнеи̮шем всюду хорду дуги 2ߙ заменяет синусом углаߙ. Хотя такая замена сама по себе 
кажется не столь существеннои̮, однако переход от хорды к полухорде благоприятствовал 
широкому внедрению в астрономии различных тригонометрических функции̮, связанных со 
сторонами и углами прямоугольного треугольника в круге. 

В своих тригонометрических главах аль-Фараби приводит серию задач по определению 
величины хорды четверти, трети круга, однои̮ десятои̮ и пятои̮ круга, задачу определения по 
известнои̮ хорде дуги величины хорды ее дополнения, а также задачи определения величины хорды 
суммы и разности двух дуг и ряд других задач. Каждая из них изложена в отдельнои̮ главе его 
«Книги приложении̮», примыкающеи̮ к «Комментариям к «Алмагесту»» и представляет собои̮, как 
отдельную, самостоятельную задачу, так и служит подготовительным материалом для 
доказательства последующих задач, необходимых для составления таблиц тригонометрических 
функции̮. 

Отдельная глава посвящена доказательству известнои̮ теоремы Птолемея, которую аль-
Фараби формулирует следующим образом: «В каждом четырехугольнике, вокруг которого описан 
круг, произведение каждои̮ из противоположных сторон на другую, если сложить их, равно 
произведению диагоналеи̮ четырехугольника». Она также нужна для доказательства дальнеи̮ших 
его предложении̮. 

Безусловно, все эти задачи, так же как и задачи на геометрические построения, достои̮ны 
изучения в современном математическом образовании, как в рамках обязательного курса алгебры 
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и геометрии, так и в виде самостоятельного элективного курса. Школьники должны иметь прочные 
знания по тригонометрии, так как они имеют огромную практическую направленность и играют 
большое значение в реализации межпредметных связеи̮.  

Отметим, что первичные тригонометрические  знания учащихся зачастую представлены 
фрагментарно. Связано это с  высоким уровнем абстракции понятии̮, сложнои̮ логическои̮ 
структурои̮ их определении̮, недостаточностью учебного времени для осмысления сложности 
вопросов и др. Нынешнее отношение школьников к тригонометрии  вызвано также и 
непониманием ее роли в общечеловеческои̮ культуре. Знакомство с задачами аль-Фараби,  прежде 
всего, будет способствовать более глубокому усвоению учащимися материала, предусмотренного 
программои̮, осознанному пониманию тригонометрических формул, позволит расширить их 
представления, как о тригонометрических задачах в целом, так и возможных способах их решения, 
систематизировать знания учащихся. И, несомненно, будет способствовать развитию логического 
мышления учащихся, развитию познавательных и исследовательских их навыков, повышению 
уровня  их математическои̮ и информационнои̮ культуры. Использование же при их обучении 
современных математических пакетов, цифровых образовательных ресурсов сделает процесс 
обучения тригонометрии более увлекательным, позволит усилить мотивацию учения, и, что очень 
важно, позволит повысить эффективность и  качество их обучения. 

Одним из целесообразных средств при  этом  является программная среда GeoGebra, 
позволяющая не только готовить геометрические иллюстрации ко всем этим  задачам в качестве 
наглядности для  лучшего их понимания, но и, главное, обеспечить широкое и целенаправленное 
использование познавательнои̮ функции этои̮ наглядности, что является одним из главных 
положении̮ когнитивно-визуального подхода к формированию знании̮, умении̮ и навыков 
учащихся. Эффективность использования такого подхода в обучении математике не вызывает 
сомнения. 

 
Рис.10.	Определение	величины	хорды	разности	двух	дуг,	хорды	которых	известны	

Использование среды GeoGebra, в частности, при решении задачи «О нахождении величины 
хорды разности двух дуг, хорды которых известны» облегчает понимание доказательства правила 
вычисления хорды, стягивающеи̮ разность двух дуг, когда известны хорды, стягивающие эти дуги, 
описанного аль-Фараби:  

«Пусть ABCD – полукруг, диаметр его - AD	и его хорды AB и AC известны. Соединим B и C 
(рис.10).  Я утверждаю, что BC известна. 

Доказательство	 этого. Проведем BD и CD, которые известны, так как они хорды 
дополнении̮ AB и AC. Тогда по тому, что доказано в предпосылке (т.е. по теореме Птолемея), 
произведение AC на BD равно сумме произведении̮ AB на CD и AD на BC; но произведение AC и BD  
известно; известно и произведение AB и CD; следовательно, оставшееся произведение AD и BC 
известно. Диаметр AD известен, поэтому известна и хорда BC. Это и есть то, что мы хотели доказать.  
[3, стр.64-65]. 

Динамичность созданного в среде объекта, возможность визуализации всех утверждении̮, 
получаемых в процессе доказательства, облегчает его понимание. 

Если воспользоваться соотношением (1), полученным аль-Фараби для осуществления 
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перехода от хорды к синусу, то легко доказывается равносильность этого правила известнои̮ нам 
формуле синуса разности аргументов: 

ߙ)݊݅ݏ − (ߚ = ߙ݊݅ݏ ∙ ߚݏ݋ܿ − ߚ݊݅ݏ ∙  ߙݏ݋ܿ
 Деи̮ствительно, по доказанному предположению имеем 

ܦܣ ∙ ܥܤ = ܥܣ ∙ ܦܤ − ܤܣ ∙  (2)                                                                        ܦܥ
Пусть данные дуги AC и AB соответственно равны 2ߙ и 2ߚ, тогда по соотношению (1), 

заменяя хорды синусами, получим: 
ܦܣ = ܿℎ݀180଴ = 90଴݊݅ݏ2 = 2, 
ܥܤ = ܿℎ݀2(ߙ − (ߚ = ߙ) ݊݅ݏ2 −  ,(ߚ
ܥܣ = ܿℎ݀2ߙ =  ,ߙ݊݅ݏ2
ܦܤ = ܿℎ݀(180଴ − (ߚ2 = 90଴)݊݅ݏ2 − (ߚ =  ,ߚݏ݋2ܿ
ܤܣ = ܿℎ݀2ߚ =  ,ߚ݊݅ݏ2
ܦܥ  = ܿℎ݀(180଴ − (ߙ2 = 90଴)݊݅ݏ2 − (ߙ =  ߙݏ݋2ܿ
Подставляя эти значения хорд в равенство (2), получим указанную формулу 
ߙ)݊݅ݏ − (ߚ = ߙ݊݅ݏ ∙ ߚݏ݋ܿ − ߚ݊݅ݏ ∙  .ߙݏ݋ܿ
В главе «О нахождении величины хорды половины дуги с известнои̮ хордои̮» аналогичным 

образом доказывается формула синуса половинного аргумента 
1 − ߙݏ݋ܿ
ଶ݊݅ݏ ఈ

ଶ
= . 

А в главе «О нахождении величины хорды суммы двух дуг, хорды которых известны» 
доказывается правило нахождения хорды суммы двух дуг, которое в силу  соотношения (1) 
принимает вид ߙ)݊݅ݏ + (ߚ = ߙ݊݅ݏ ∙ ߚݏ݋ܿ + ߚ݊݅ݏ ∙   .ߙݏ݋ܿ

Именно эти формулы считаются основными и наиболее важными формулами 
преобразования тригонометрических выражении̮, поскольку из этих формул без особого труда 
выводятся практически все формулы тригонометрии. Кроме того, используются они для 
преобразования заданного тригонометрического выражения  к виду, позволяющему облегчить 
нахождение его решения.   

Доказательство формул синуса и косинуса суммы (разности) аргументов  в силу сложности, 
как правило, не включено в базовыи̮ курс обучения.  Однако доказательство, вытекающее из 
рассуждении̮ аль-Фараби и приведенное выше, достаточно простое и посильно для учащихся. 
Рассмотрение его позволит прояснить суть этих формул, обеспечит сознательное их усвоение. 
Использование при этом программнои̮ среды GeoGebra, безусловно, будет способствовать 
повышению интереса учащихся к изучаемому материалу. 

Заметим, что в задачах по определению величины хорды четверти, трети круга, однои̮ 
десятои̮ и пятои̮ круга описаны способы вычисления хорды 900, 1200, 360 и 720. Доказывается, что 

ܿℎ݀90଴ = ܴ√2, ܿℎ݀120଴ = ܴ√3, ܿℎ݀72଴ = ܴටହି√ହ
ଶ

  и ܿℎ݀36଴ = ܴ √ହିଵ
ଶ

, откуда по формуле (1) легко 

получить 45݊݅ݏ଴ = ௖௛ௗଽ଴బ

ଶ
60଴݊݅ݏ  , = ோ√ଷ

ଶ
36଴݊݅ݏ  , = ோ

ଶ
ටହି√ହ

ଶ
  и 18݊݅ݏ଴ = ோ

ଶ
√ହିଵ

ଶ
, которые точно измеримы.  

Для широкого применения тригонометрических функции̮ в теоретических и практических 
целях этих значении̮, конечно, недостаточно. Необходимы специальные таблицы значении̮ 
тригонометрических функции̮, важным этапом при составлении которых является нахождение 
числового значения синуса одного градуса. Поэтому математики средневекового Востока 
придавали большое значение разработке различных методов решения этои̮ задачи. В своеи̮ «Книге 
приложении̮ к «Алмагесту»» аль-Фараби, насколько нам известно, первым на Востоке определяет 
значение синуса и косинуса одного градуса. Хотя метод вычисления хорды одного градуса, 
примененныи̮ им, по существу, совпадает с методом Птолемея, аль-Фараби значительно улучшает 
точность вычислении̮ Птолемея путем совершенствования приемов вычислении̮ над 
шестидесятеричными дробями. 

Предварительно им доказывается лемма, играющая особую роль при вычислении хорды и 
синуса  одного градуса: если ߙ < то  ௖௛ௗఈ ,ߚ

௖௛ௗఉ
< ఈ

ఉ
. На ее основе далее строятся таблицы хорды, синусов 

и косинусов. Следуя Птолемею, аль-Фараби сначала находит хорду дуги разности  
720-600=120, а затем последовательно определяет ее для 60, 30, 0.50 и ଷబ

ସ
, достаточно близко 

приближаясь к 10. С помощью доказаннои̮ леммы получает неравенства ܿℎ݀1଴: ܿℎ݀ ଷబ

ସ
< 1: ଷ

ସ
,      

ܿℎ݀1଴ < ସ
ଷ

∙ ܿℎ݀ ଷబ

ସ
< 1: ଷ

ସ
≈ 1௣2ᇱ49ᇱᇱ52ᇱᇱᇱи  ܿℎ݀ ଷబ

ଶ
: ܿℎ݀1଴ < ଷ

ସ
: 1, ܿℎ݀1଴ > ଶ

ଷ
∙ ܿℎ݀ ଷబ

ଶ
≈ 1௣2ᇱ49ᇱᇱ48ᇱᇱᇱ . Из 

которых следует, что 1௣2ᇱ49ᇱᇱ48ᇱᇱᇱ < ܿℎ݀1଴ < 1௣2ᇱ49ᇱᇱ48ᇱᇱᇱ . 
 За приближенное значение хорды одного градуса он  принимает среднее арифметическое 
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двух наи̮денных значении̮ ܿ ℎ݀1଴ ≈ 1௣2ᇱ49ᇱᇱ50ᇱᇱᇱ .  
И если значение хорды одного градуса, наи̮денное Птолемеем, точно до пяти десятичных 

знаков, то у аль-Фараби оно точно до шести десятичных знаков включительно. Эта точность 
обеспечена им путем совершенствования приемов вычислении̮ над шестидесятеричными дробями. 
Указанное достижение аль-Фараби по улучшению точности вычислении̮ синуса одного градуса в 
дальнеи̮шем было развито другими математиками средневекового Востока. 

Далее аль-Фараби по значению ܿℎ݀1଴ находит значение ܿℎ݀179଴ (как хорды его 
дополнения), и по доказанному им утверждению об определении величины хорды суммы двух дуг, 
хорды которых известны, определяет все хорды дуг от одного до 1800, откуда получает 
 1଴ равно 0,017452389 вместо݊݅ݏ 1଴. В десятичных дробях приближение аль-Фараби дляݏ݋ܿ 1଴  и݊݅ݏ 
правильного 0,017452406.  

Значение косинуса одного градуса необходимо ему для вычисления тангенса и котангенса 
одного градуса. Они, в свою очередь, необходимы для составления таблиц этих функции̮.  

Авторами статьи разработано электронное средство для вычисления значении̮ 
тригонометрических функции̮ по алгоритму аль-Фараби, которое доступно на специально 
созданном научно-образовательном портале [7].  Главное его назначение – понять идею 
вычисления значении̮ синуса одного градуса и других тригонометрических  функции̮, но, при 
необходимости, оно может быть использовано и как online  калькулятор. Убедиться в правильности 
вычислении̮ значении̮ тригонометрических функции̮ по алгоритму аль-Фараби, которое точно до 
шести десятичных знаков,   позволят и реализованные в нем алгоритмы вычислении̮ 
тригонометрических функции̮ через разложение в ряд с некоторои̮ наперед задаваемои̮ точностью 
(рис.11).  

 
Рис.11.	Электронное	средство	для	вычисления	значений	тригонометрических	функций	по		

алгоритму	аль-Фараби	

Научно-образовательныи̮ портал наряду с данным электронным средством содержит и все 
необходимые для обучения математическому наследию аль-Фараби материалы, включая 
математические трактаты аль-Фараби и методические рекомендации по решению задач, 
представленных в них, а также чертежи ко всем задачам, выполненные в результате 
соответствующих построении̮ в программе GeoGebra, в виде анимированных фаи̮лов. Дизаи̮н 
портала адаптивныи̮, рассчитанныи̮, в первую очередь, на мобильные устрои̮ства [9, 12]. 

Безусловно, и все задачи аль-Фараби по тригонометрии, так же как и его задачи на 
геометрические построения, достои̮ны изучения в современном математическом образовании, как 
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в рамках обязательного курса алгебры и геометрии, так и в виде самостоятельного элективного 
курса. Возможно их изучение и в рамках внеклассных занятии̮. Школьники должны иметь прочные 
знания по тригонометрии, так как они имеют огромную практическую направленность, являются 
звеном огромнои̮ цепи понятии̮ и имеют большое значение в реализации межпредметных связеи̮.  

Отметим, что первичные тригонометрические  знания учащихся зачастую представлены 
фрагментарно. Связано это с  высоким уровнем абстракции понятии̮, сложнои̮ логическои̮ 
структурои̮ их определении̮, недостаточностью учебного времени для осмысления сложности 
вопросов и др. Нынешнее отношение школьников к тригонометрии  вызвано также и 
непониманием ее роли в общечеловеческои̮ культуре. Знакомство с задачами аль-Фараби,  прежде 
всего, будет способствовать более глубокому усвоению учащимися материала, предусмотренного 
программои̮, осознанному пониманию тригонометрических формул, позволит расширить их 
представления, как о тригонометрических задачах в целом, так и возможных способах их решения, 
систематизировать знания учащихся. И, несомненно, будет способствовать развитию логического 
мышления учащихся, развитию познавательных и исследовательских их навыков, повышению 
уровня  их математическои̮ и информационнои̮ культуры. Использование же при их обучении 
современных математических пакетов, цифровых образовательных ресурсов сделает процесс 
обучения тригонометрии более увлекательным, позволит усилить мотивацию учения, и, что очень 
важно, позволит повысить эффективность и  качество их обучения. 

На основании вышеизложенного следует отметить, что внедрение в систему современного 
образования математического наследия аль-Фараби на основе информационных технологии̮ 
окажет значительное влияние на качество предметнои̮ подготовки учащихся в ее обучающем, 
развивающем и воспитательном аспектах. Будет способствовать формированию и развитию 
научного мировоззрения, чувства патриотизма и интернационализма, а также других социально-
ценных мотивов учения за счет осознания общественнои̮ значимости богатого математического 
наследия великого ученого.  Полученные при этом знания станут более осознанными и прочными. 
Использование при этом современных средств информационно-коммуникационных технологии̮ 
способствует повышению интереса учащихся, увлеченности предметом, а также  мотивирует, 
стимулирует и активизирует их поисково-познавательную деятельность.  

 
Работа	поддержана	грантом	МОН	РК	(договор	№274	от	03	мая	2016	г.	№5736/ГФ-15-ОТ).	
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