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Abstract. This paper presents the Function Studium, a software to dynamic
address functions, emphasizing its rate of change and the development of the
covariational reasoning. The Function Studium was developed in the research
group LEMATEC at Universidade Federal de Pernambuco, and it is for
students from High School to Undergraduate, in Mathematics disciplines that
address functions and its rate of change, such as calculus.

Resumo. Este artigo apresenta o Function Studium, um software para
abordar fungoes de forma dinamica, com énfase na sua taxa de variagdo e no
desenvolvimento do raciocinio covariacional. O Function Studium foi
desenvolvido no Grupo de Pesquisas LEMATEC da Universidade Federal de
Pernambuco, e é destinado a estudantes do Ensino Médio ao Superior, nas
disciplinas de Matematica que abordem fun¢oes e sua taxa de varia¢do, como
cdlculo.

1. Introducao

Este artigo apresenta um software para o estudo de fungdes que valoriza o raciocinio
covariacional, desenvolvido no ambito do grupo de pesquisa LEMATEC (Laboratorio
de Ensino de Matematica e Tecnologia) da Universidade Federal de Pernambuco, como
parte de duas dissertacdes de mestrado: [Silva 2016] e [Tiburcio 2016].

Neste texto, com base em uma revisdo da literatura, discutimos aspectos sobre o
ensino de funcdes e os softwares para o estudo de fungdes, para tracar as justificativas
pedagbgicas da proposta. O software tem aplicabilidade em diferentes disciplinas em
niveis diversos, os quais apresentamos em seguida. Segue-se uma discussao da
Engenharia Didatico-Informatica, desenvolvida em paralelo ao desenvolvimento do
software e que deu suporte ao seu desenvolvimento.

2. Justificativa Pedagoégica

A justificativa pedagdgica para o desenvolvimento do Function Studium parte, por um
lado, da problematica da fundamentacao teorico-metodologica da concepgdao e do
desenvolvimento de softwares educativos e, por outro, do problema da concepgao de um
software que atendesse as necessidades do ensino-aprendizagem do conceito de taxa de
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variacao das fungdes, com €nfase no raciocinio covariacional dos estudantes, ou seja, na
coordenacdo da variagdo conjunta das variaveis da fung¢do [Carlson et al 2002].

O conceito de taxa de variacao assume um papel central no estudo das fungdes
reais sob uma perspectiva variacional, sendo estudado desde o Ensino Basico até o
Ensino Superior, onde ¢ a base para o conceito da derivada de uma fun¢do. Também
ganha mais importancia sob o ponto de vista da covariagdo, pois ao invés da énfase na
correspondéncia entre valores, h4 um foco maior em como as varidveis da fungdo
variam uma em relacdo a outra e como tal relacdo se expressa pela taxa de variagdo.

Estudos relacionados a abordagem de fungdes por tecnologias computacionais
tém apontado o potencial que essas ferramentas t€ém para contribuir com o ensino e
aprendizagem desse conceito, como exemplo desses estudos temos [Gomes Ferreira
1997], [Villa-Ochoa 2011] e [Castro Filho 2001]. No entanto, ao se pensar na
concepgdo de um software para a taxa de variagdo das fungdes, as especificidades do
seu ensino e aprendizagem precisam ser consideradas. Tal software deve atender as
necessidades relacionadas a aspectos do seu ensino, das dificuldades dos estudantes, da
sua epistemologia e em como a tecnologia computacional contribui para tais aspectos.

Dessa forma, a concepcdo e o desenvolvimento do Function Studium foi
orientado por um Modelo de Processo de Software baseado no quadro tedrico-
metodoldgico da Engenharia Didatico-Informatica, referenciado em [Bellemain, Ramos
e dos Santos 2015], [Tiburcio 2016] e [Bellemain e Tiburcio 2016], com o objetivo de
aliar em uma ferramenta computacional as especificidades do conceito de taxa de
variacdo das fun¢des em uma perspectiva covariacional.

3. Disciplina e contexto de utilizacao

No Ensino Bésico, o software pode ser utilizado na disciplina de Matematica nos anos
finais do Ensino Fundamental ¢ no Ensino Médio, no conteido de Fungdes e conceitos
correlatos. J4 no Ensino Superior, a aplicabilidade do software pode ser considerada
para diversas disciplinas das Ciéncias Exatas, principalmente, quando abordarem o
conceito de funcdes reais, taxa de variacdo ou as nogdes iniciais da derivada, o que
geralmente ocorre nas disciplinas ligadas a Calculo.

4. Publico alvo

Estudantes do Ensino Médio, Estudantes de Licenciatura em Matematica e de
disciplinas de Calculo no Ensino Superior.

5. Processo de desenvolvimento adotado

Para o desenvolvimento do Function Studium, utilizamos uma metodologia que integra
principios tedrico-metodoldgicos da Didatica da Matematica a Engenharia de Software,
por meio da integragdo das primeiras etapas da Engenharia Didatica [Artigue 1996] a
Engenharia de Software. O Processo de Desenvolvimento de Softwares Educativos
observa os métodos da engenharia de requisitos na Engenharia de Softwares integrados
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com uma Engenharia Didatica, podendo ser definida como uma Engenharia Didatico-
Informatica, na qual contemplamos especificamente as potencialidades tedricas (do
ensino e aprendizagem de conhecimentos) e tecnologicas (da computagao).

As etapas da Engenharia Didatico-Informatica compuseram-se essencialmente
de quatro fases: delimita¢do do campo, fase teorica, fase experimental e andlise a
posteriori/validagdo. A fase de delimitagdo do campo teve por objetivo selecionar os
conhecimentos que o software iria abordar, ou seja, procurou-se responder os seguintes
questionamentos: quais conhecimentos matematicos serdo abordados com o software?
Quais sdao os conhecimentos relacionados que também devem ser trabalhados? Quais
profissionais podem auxiliar nesse desenvolvimento? [Bellemain e Tiburcio 2016].

Na fase teorica realizou-se uma pesquisa inicial direcionada a conhecer os
encaminhamentos didaticos, epistemologicos, cognitivos ¢ tecnoldgicos do
conhecimento delimitado: realizou-se um apanhado tedrico sobre o campo para dar
inicio ao processo de levantamento de requisitos. Ao ser concluido o levantamento
tedrico, os primeiros requisitos puderam ser descritos. Ainda na fase tedrica, iniciou-se
a prototipacdo, na qual, durante o desenvolvimento do protétipo, foram delimitadas as
situacdes de uso, os problemas que poderiam surgir com a utilizagdo do software e as
hipdteses de respostas dos usuarios, por meio da analise a priori.

A fase experimental foi composta de momentos especificos para os testes e da
analise do software: interface, comandos, botdes, etc, juntamente com a verificagdo do
atendimento aos objetivos de ensino e aprendizagem. A experimentacdo do software foi
realizada com estudantes da Licenciatura em Matematica da UFPE, que utilizaram o
Function Studium para resolver duas atividades sobre a taxa de variagao.

Na fase de andlise a posteriori e validacdao, houve o confronto das hipoteses
estabelecidas na analise a priori com o que ocorreu na experimentacao, a fim de avaliar
o software quanto aos objetivos relacionados ao ensino e aprendizagem do conceito
abordado, e que além disso, trouxe elementos de andlise que contribuiram para o
aprimoramento do produto.

6. Tecnologias utilizadas

O software foi desenvolvido para plataforma web, utilizando as linguagens HTML
(HTMLS), CSS e JAVASCRIPT. Essas linguagens, sendo interpretadas por padrao por
qualquer browser, podem ser editadas com um simples tratamento de texto e
beneficiam-se de inumeras bibliotecas de objetos permitindo encurtar o tempo de
desenvolvimento e de se dedicar, quase exclusivamente, na implementacdo do codigo
dos artefatos que diz respeito a transposi¢cao didatica-informatica do conceito de fungao
e de taxa de variacdo e a proposta didatica de ensino desses conceitos.

A escolha de uma prototipagem para plataforma web facilitou também a
distribuicdo do artefato para os diversos envolvidos no projeto e favoreceu as
reconfiguragdes no processo de engenharia de software educativo, entre a engenharia de
software empregada para a concepcao/desenvolvimento técnica do artefato e a
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engenharia de requisitos que fundamenta e norteia essa concepgao/desenvolvimento. O
emprego de métodos ageis, que favorecem uma forte e rapida interacdo entre os
diversos profissionais envolvidos no projeto, foi facilitada pela escolha de
desenvolvimento web.

7. Apresentacao do software

O Function Studium apresenta-se em uma janela principal (Figura 1) cercada de icones
que representam ferramentas ou op¢des do software, além de outras janelas secundarias,
nas quais outras representagdes de funcdo como a tabular e o modelo algébrico foram
implementadas para interagirem com o grafico.
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Figura 1. Tela do Function Studium

Na area indicada com o nimero 1, estdo as ferramentas de operagdes com
fungdes, nas quais, dadas duas funcgdes pré-definidas, ¢ possivel obter uma terceira
fungdo pela operacgdo entre elas. Partiu-se de uma algebra das fungdes tomadas como
basicas. Na area indicada com o nimero 2 estdo os tipos de funcdo, que sao a constante,
afim, quadratica e polinomial de grau 3. Outras fungdes polinomiais podem ser obtidas
como resultado da operagdo com estas funcdes, assim como as fungdes racionais.

Na érea indicada com o ntimero 3, a janela “Fung¢do editada” exibe o modelo
algébrico da fungdo. Nesta janela ¢ possivel definir os coeficientes da fungdo por meio
de controles deslizantes. Na éarea 4, a janela “Funcdes” exibe o modelo algébrico das
fungdes definidas, ja na 5 a janela “Parametros” exibe os coeficientes das fungdes
definidas e permite alterd-los dinamicamente por meio dos controles deslizantes.
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Na area 6, a janela “Pontos/Taxas” exibe os valores das variaveis, da sua
variagdo e da taxa de variacdo das fungdes nos valores selecionados. E possivel definir
tais valores tanto diretamente nessa janela como selecionando-os no grafico.

Em 7 encontra-se a opc¢ao de definir um ponto no grafico e em 8, a ferramenta
“Taxa de variacdo”, que ao ser acionada permite calcular a taxa de variagdo tanto entre
dois pontos do grafico quanto entre pontos associados a intervalos sucessivos de x,
como mostra mais adiante a Figura 2. As areas indicadas em 9 e 10 referem-se as
ferramentas “Reta secante” e “Reta tangente”, nas quais é possivel definir retas
tangentes ou secantes ao grafico da funcdo, para articular essas retas com a taxa de
variagdo da funcdo, contextualizando este conceito com o seu significado geométrico.

7.1 Possibilidades de uso no ensino e aprendizagem de func¢oes

O processo de desenvolvimento do Function Studium foi orientado para uma
perspectiva variacional de fungdo, com énfase no conceito de taxa de variagdo, além
disso, também teve como objetivo oferecer suporte ao desenvolvimento do raciocinio
covariacional. Dessa forma, as possibilidades de uso do software sdao direcionadas para
abordagens que tenham como objetivo desenvolver nos estudantes uma compreensao
variacional de fung¢do e dos seus aspectos. Sdo alguns exemplos:

a) Suporte a caracterizagdo variacional das fungdes afim e quadratica: A fungao
afim ¢ caracterizada variacionalmente como uma fungao real que possui taxa
de variacdo constante para todo o x do seu dominio. J& a fun¢do quadratica
possui uma taxa de variacdo varidvel em funcdo de x, porém a sua variacao ¢
constante. Estes dois casos podem ser abordados no Function Studium pela
ferramenta “Taxa de varia¢do”, que exibe valores da variagdo da taxa de
variagdo, conforme a Figura 2.

b) Suporte a andlise dindmica da influéncia dos coeficientes no grafico: A
variacao dos coeficientes no modelo algébrico da funcdo, de forma dinamica e
conectada ao grafico, ¢ um importante recurso para analisar como tal variagao
influencia o comportamento do grafico. Esta abordagem ¢ possivel no Function
Studium, por meio dos controles deslizantes na janela “Pardmetros .

c) Suporte a interpretacdo da taxa de variacdo geometricamente: A
implementagdo das ferramentas “Reta tangente” e “Reta secante’ levou em
conta os resultados das Analises Preliminares [Silva 2016], que indicaram a
necessidade de interpretar a taxa de variagdo no contexto geométrico. Assim,
situagdes que tenham por objetivo realizar tal contextualiza¢ao sdo possiveis no
software.

d) Suporte a interpretacao da taxa de variagdo nos aspectos do grafico: A conexao
entre o grafico e a janela “Pontos/Taxas”, possibilita a criacdo de situagdes que
tenham por objetivo interpretar o comportamento da taxa de variagdo em
relagdo a aspectos do grafico, como concavidades e pontos criticos ou de
inflexao.

e) Simulagdo dindmica da derivada no ponto: Situagdes que tenham por objetivo
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abordar a derivada, sdo possiveis por meio de sua simulagdo dindmica, que
utiliza a ferramenta “Taxa de varia¢do”. Escolhendo-se um valor para delta x

suficientemente pequeno, ao variar-se o valor de x no grafico, ¢ exibido o valor
da derivada simultaneamente.
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Figura 2. O Function Studium na caracterizagao variacional da funcao quadratica

8. Resultados e impactos esperados no ensino e aprendizagem de funcoes

Os resultados e impactos esperados com o uso do software, relacionam-se diretamente
com os principios que guiaram a sua concepgao, pois as ferramentas implementadas no
Function Studium sdo resultados dos principios e necessidades determinados como
requisitos para o software. Sdo apontados alguns desses resultados: (i) Suporte ao
desenvolvimento do raciocinio covariacional dos estudantes: de acordo com Carlson
et al (2002), as tecnologias computacionais podem fornecer ferramentas valiosas para o
raciocinio covariacional dos estudantes na andlise e interpretagdo de situagdes
dinamicas de fungdes. Tais ferramentas sdo importantes para uma maior abordagem da
perspectiva covariacional no ensino de fungdes, por isso, espera-se que o Function
Studium promova o desenvolvimento do raciocinio covariacional. (ii) Promover a
aprendizagem de funcdes por meio de um ambiente dinimico e multi-
representacional: por ser um software dindmico e que aborda func¢des por multiplas
representacdes, ¢ esperado que o Function Studium seja uma ferramenta importante para
o aprendizado deste conceito pelos estudantes. Segundo Kaput (1992) a midia dindmica

¢ “a casa natural das varidveis”, o que torna esse tipo de ambiente um meio rico para

abordar fungdes. (iii) Suporte a aprendizagem do conceito de taxa de variacio: o
Function Studium ¢ um software concebido com énfase no conceito da taxa de variacao
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das fungdes, levando em consideragdao seus aspectos epistemologicos, didaticos, as
dificuldades dos estudantes com o conceito € como a tecnologia computacional pode
contribuir para promover o aprendizado a partir desses aspectos. Dessa forma, espera-se
que o software oferega um importante suporte para a aprendizagem do conceito de taxa
de variagao.
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