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Resumen Tomando como base las ideas presentadas en [1], general-
izamos algunos de sus resultados a programas disyuntivos; dichas gen-
eralizaciones se obtendrán extendiendo el siguiente resultado presentado
en [1]: Dado un programa normal P y a un átomo, se tiene que P `C a
si, y sólo si, P `Cω a.

1. Sintaxis y Notaciones

Estamos considerando un lenguaje formal (proposicional) conformado por:
un conjunto numerable de elementos llamados átomos L, los conectivos bina-
rios estándar ∧, ∨, →, y el conectivo unario ¬. Las fórmulas y las teoŕıas son
construidas como es usual en lógica clásica.

2. Axiomatizaciones

En este caso partiremos de una lógica básica, la lógica positiva, a partir de la
cual al agregar diversos axiomas podremos obtener axiomatizaciones para cada
una de las lógicas que incluye nuestro estudio.

La lógica positiva se define como el conjunto de axiomas:

Pos1 ϕ→ (ψ → ϕ)
Pos2 (ϕ→ (ψ → σ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ σ))
Pos3 ϕ ∧ ψ → ϕ
Pos4 ϕ ∧ ψ → ψ
Pos5 ϕ→ (ψ → (ϕ ∧ ψ))
Pos6 ϕ→ (ϕ ∨ ψ)
Pos7 ψ → (ϕ ∨ ψ)
Pos8 (ϕ→ σ)→ ((ψ → σ)→ (ϕ ∨ ψ → σ))

Junto con la regla de inferencia Modus Ponens (MP) que nos permite obtener
ψ de ϕ y ϕ → ψ. Esta regla de inferencia estará presente en todos los sistemas
lógicos que se definen a continuación aśı como en todos aquellos que sean tratados
en este trabajo.

El sistema Cω creado por da Costa, se define como el conjunto de axiomas
de la lógica positiva, agregando los siguientes axiomas:



Cw1 ϕ ∨ ¬ϕ
Cw2 ¬¬ϕ→ ϕ.

Cω es la lógica paraconsistente más pequeña, es preciso hacer notar que ϕ ∨ ¬ϕ
es teorema de Cω mientras que (ϕ ∧ ¬ϕ) → ψ no lo es, esta última afirmación
es una de las motivaciones en la creación de lógicas paraconsistentes.

La lógica paraconsistente de tres valores Pac se obtiene agregando a la lógica
Cω los siguientes axiomas:

Pac1 ((ϕ→ ψ)→ ϕ)→ ϕ
Pac2 ϕ→ ¬¬ϕ.
Pac3 (¬(ϕ ∨ ψ)→ (¬ϕ ∧ ¬ψ)) ∧ ((¬ϕ ∧ ¬ψ)→ ¬(ϕ ∨ ψ))
Pac4 (¬(ϕ ∧ ψ)→ (¬ϕ ∨ ¬ψ)) ∧ ((¬ϕ ∨ ¬ψ)→ ¬(ϕ ∧ ψ))
Pac5 (¬(ϕ→ ψ)→ (ϕ ∧ ¬ψ)) ∧ ((ϕ ∧ ¬ψ)→ ¬(ϕ→ ψ))

En otra dirección, la lógica intuicionista se define como la lógica positiva
junto con los siguientes axiomas:

Int1 (ϕ→ ψ)→ ((ϕ→ ¬ψ)→ ¬ϕ)
Int2 ¬ϕ→ (ϕ→ ψ).

Una de las lógicas intermedias más conocidas, la lógica HT (Here and there),
se obtiene a partir de intuicionismo agregando el axioma:

G3 (¬ψ→ ϕ)→ (((ϕ→ ψ)→ ϕ)→ ϕ).

Esta lógica es equivalente a la lógica trivaluada de Gödel G3.

Podemos obtener la Lógica Clásica de alguna de las dos siguientes formas:

La lógica intuicionista agregando el axioma:
• CL1 (¬ϕ→ ϕ)→ ϕ.

Un conjunto axiomático más pequeño, que consta de los axiomas Pos1, Pos2
y un tercer axioma:
• CL2 (¬ψ → ¬ϕ)→ ((¬ψ → ϕ)→ ψ)

Una vez que hemos presentado estas lógicas es importante encontrar las rela-
ciones existentes entre ellas. Gracias a la axiomatización tipo Hilbert podemos
comparar las lógicas, sin embargo más adelante se hará una comparación más
detallada.

Notación: Emplearemos la notación `X F para denotar que la fómula F es
demostrable ya sea como tautoloǵıa o como teorema en una lógica dada X. La
notación estándar para hablar de demostrabilidad en teoŕıa de modelos es |=
mientras que para el caso de teoŕıa de prueba se emplea `. Abusando de la no-
tación en este trabajo emplearemos ` para ambos casos.

Una teoŕıa T es simplemente un conjunto de fórmulas, su lenguaje, denotado
como LT , es el conjunto de átomos que aparecen en la teoŕıa. Dada una teoŕıa



T definimos la negación de la teoŕıa como ¬T = {¬A | A ∈ T}. Una literal es un
átomo a (una literal positiva) o la negación de un átomo ¬a (una literal nega-
tiva). El complemento de un conjunto de átomos lo denotamos por M̃ = LT \M .

Si T es una teoŕıa empleamos el śımbolo T `X F para denotar que `X

(F1 ∧ · · · ∧ Fn)→ F para algunas fórmulas Fi ∈ T . Si T es una teoŕıa y M un
conjunto de átomos escribiremos T 
X M cuando: T `X a para todo a ∈ M y
M es un modelo estándar bivaluado de T (como en lógica clásica).
Diremos que la lógica X es más fuerte que la lógica Y si Th(Y ) ⊂ Th(X), donde
Th denota la cerradura deductiva de la teoŕıa, análogamente X es más débil que
la lógica Y si Th(X) ⊂ Th(Y ). De acuerdo a estas definiciones una lógica Z
estará entre las lógicas X y Y si es más fuerte que la primera y a la vez más
débil que la segunda.

3. Trivaluaciones

3.1. Lógica Paraconsistente de Tres Valores Pac

Posiblemente la forma más fácil de generar una lógica paraconsistente es us-
ando una lógica multivaluada, es decir, una lógica con más de dos valores de
verdad. Las fórmulas que son válidas en una interpretación multivaluada son
aquellas que tienen valor designado, donde el valor o los valores de verdad desig-
nado(s) son simplemente algunos valores de verdad que se fijaron previamente.

Una lógica multivaluada será paraconsistente si permite para alguna fórmula
que tanto ella como su negación tomen el valor designado. Esta es la forma en que
podemos construir la lógica paraconsistente de tres valores a la cual llamaremos
Pac.

La lógica Pac tiene una estructura básica formada por tres valores de verdad
V , F y ⊥; los dos primeros corresponden a los valores de verdad clásicos, “ver-
dadero” y “falso”, mientras que el tercero representa que el valor de verdad es
tanto verdadero como falso. Nosotros identificaremos los valores de verdad V ,
⊥ y F con los valores 2, 1 y 0 respectivamente. De este conjunto de valores se
toman a dos de ellos como designados, 2 y 1. Esta lógica consta de un lenguaje
formal (proposicional) que contiene un conjunto numerable de fórmulas atómi-
cas, L, los conectivos binarios ∨Pac, ∧Pac y →Pac y el conectivo unario ¬Pac.
La valuación de los conectivos ¬Pac y →Pac se encuentran en el Cuadro 1, y
definimos a ∨Pac b = max{a, b} y a ∧Pac b = min{a, b}.

Cuadro1. Valuación de los conectivos ¬Pac y →Pac.

a ¬Paca

0 2

1 1

2 0

→Pac 0 1 2

0 2 2 2

1 0 1 2

2 0 1 2



Esta lógica fue investigada y axiomatizada en [2], donde se muestra que
es la lógica paraconsistente máxima en la que las contradicciones no implican
cualquier cosa.

Como consecuencia de lo visto en la sección anterior tenemos que Cω y Pac
poseen el Teorema de la Deducción.

3.2. Definición de G3 y G’3

Construiremos dos lógicas trivaluadas definiendo primero sus conectivos básicos,
negación e implicación, consideraremos la valuación de los conectivos ¬G3

, ¬G’3

y →G3
.

En el Cuadro 2 el lector puede observar la correspondencia entre los conec-
tivos y las valuaciones para ¬G3

, ¬G’3
y →G3

.

Cuadro2. Valuación de los conectivos ¬G3
, ¬G’3

y →G3
.

a ¬G3
a ¬G’3

a

0 2 2

1 0 2

2 0 0

→G3
0 1 2

0 2 2 2

1 0 2 2

2 0 1 2

Se tienen dos negaciones distintas, tomando cada una de ellas construimos
una lógica diferente: G3 con los conectivos ¬G3

y →G3
y la lógica G’3 con los

conectivos ¬G’3
y →G3

. La disyunción y conjunción para G3 y G’3 son a ∨ b =
max{a, b} y a ∧ b = min{a, b}.

En Carnielli et al. [3] se presenta la lógica G’3 únicamente para probar que
α ∨ (α→ β) no es un teorema de Cω. Como consecuencia de esto se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 1 G’3 es robusta con respecto a Cω. Es decir cada teorema en Cω es
una tautoloǵıa en G’3 .

Si deseamos encontrar la relación que existe entre G’3 y Pac tenemos que
G’3 no es comparable con Pac dado que `G’3 ¬a ∧ ¬¬a → b mientras que
6`Pac ¬a ∧ ¬¬a → b, por otra parte `Pac a → ¬¬a pero 6`G’3 a → ¬¬a, donde
los conectivos están parametrizados respecto a la lógica indicada. En la Figura 1
podemos encontrar un esquema que nos permite comparar algunas de las lógicas
que hemos presentado.

Un resultado simple pero interesante es que en G’3 es posible expresar G3,
dado que ¬G3

a = a →G3
(¬G’3

a ∧ ¬G’3
¬G’3

a). Además de que la definición de
¬G’3

está basada en la traducción propuesta por Gelfond[4].



Figura1. Comparación de algunas lógicas
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4. Programas Lógicos

Definición 1 En nuestro contexto un programa lógico es únicamente una
teoŕıa y una clase de programas lógicos es un conjunto de programas lógicos.

De hecho podemos pensar que las palabras teoŕıa y programa son sinónimos,
usualmente empleamos la primera cuando estamos en el contexto de lógica y el
segundo cuando se trata de programación.

La sintaxis de las fórmulas usualmente se define en términos de algunas
fórmulas especiales conocidas como cláusulas.

Definición 2 Una cláusula es una fórmula de la forma H←B donde la impli-
cación es el conectivo principal y H,B representan fórmulas.

Las fórmulas H y B se conocen como cabeza y cuerpo de la cláusula respec-
tivamente.
La cláusula ⊥←B se le llama constraint y se dice que la cabeza está vaćıa.
Una fórmula H, cuyo conectivo principal no sea una implicación se lla-
mará un hecho.

En la literatura referente a la programación lógica podemos encontrar difer-
entes clases de programas.

Definición 3 Una cláusula disyuntiva es una cláusula cuya cabeza es una disyun-
ción de átomos mientras que el cuerpo es una conjunción de literales (átomos o
átomos negados). Un programa disyuntivo es un conjunto de cláusulas disyun-
tivas.

5. Demostrabilidad de Átomos en Cω

Definición 4 Sea P un programa disyuntivo, definimos:
To Pos(P) := {a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an ∨ c1 ∨ c2 ∨ · · · ∨ cm ←− b1 ∧ b2 ∧ · · · ∧ bk
| a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an ←− b1 ∧ b2 ∧ · · · ∧ bk ∧ ¬c1 ∧ ¬c2 ∧ · · · ∧ ¬cm ∈ P}.

Lema 2 Sea P un programa disyuntivo y a un átomo, entonces:
P `C a si, y sólo si, To Pos(P) `C a.



Demostración. Inmediato de la definición de To Pos(P) y los teoremas de C.

Lema 3 (De Jongh and Hendriks [5]) Sea L = {A← B : A,B ∈ [∧,∨,⊥,>]}
y sean T una teoŕıa contenida en L y F una fórmula en L entonces T `C F si,
y sólo si, T `I F.

Lema 4 (Carnielli and Marcos [3]) Sea L el lenguaje formado por las fórmu-
las positivas y sean T una teoŕıa contenida en L y F una fórmula en L entonces
T `I F implica que T `Cω

F.

Observe que, si A,C `Cω
D y B,¬C `Cω

, D entonces A,B `Cω
D, como

consecuencia del Teorema de la Deducción y de que Pos8 pertenece a Cω.

Lema 5 Si A1, A2, ..., An, C `Cω D y B1, B2, ..., Bm,¬C `Cω D, entonces
A1, A2, ..., An, B1, B2, ..., Bm `Cω

D.

Demostración. Inmediato de la observación anterior.

Lema 6 Sea P un programa disyuntivo, entonces P `Cω
To Pos(P)

Demostración. Observemos que al aplicar el Axioma Pos7 y Modus Ponens
podemos probar que C `Cω

A∨ C (∗), y además, podemos mostrar que:
(B ∧¬C)→ A,B,¬C `Cω

A∨C (**). De (*) y (**) se sigue por el Lema 5 que
B, (B∧¬C)→A `Cω A∨C y por Teorema de la Deducción tenemos que (B∧¬C)
→A `Cω B→(A∨C).

Haciendo lo mismo para cada clasula de P tenemos que P `Cω
To Pos(P)

Proposición 7 Sea P un programa disyuntivo y sea a un átomo, entonces
P `C a si, y sólo si, P `Cω a

Demostración. Supongamos que P `Cω a, como Cω es más débil que C tenemos
que P `C a.

Supongamos que P `C a, por el Lema 2 sabemos que To Pos(P) `C a, por
el Lema 3 tenemos que To Pos(P) `I a, por el Lema 4 To Pos(P) `Cω

a (*).
Además por el Lema 6 P `Cω To Pos(P) (**) aśı que, por transitividad de

(*) y (**) tenemos que P `Cω
a.

Corolario 8 Sea P un programa disyuntivo y a un átomo. Si X ∈ {Pac,G’3 }
entonces P `C a si, y sólo si, P `X a.

Demostración. Inmediato del Teorema 1 y la Proposición 7.

6. Conclusiones

En este art́ıculo fueron abordados diversos sistemas lógicos, algunos de los
cuales son nodos inicial o final de lattices de sistemas lógicos paraconsistentes.
Además, de este estudio se concluye la relación existente entre estas lattices y la



lógica clásica en la deducción de átomos, teniendo como premisas programas lógi-
cos disyuntivos, estos resultados extienden otros desarrollados para programas
lógicos normales, como el ya citado en la introducción, el cual es un resultado
interesante por śı mismo. Más aún, algunos resultados importantes de [1] que
involucran semánticas para programas lógicos normales podŕıan ser extendidos a
programas lógicos disyuntivos; Tal es el caso del Teorema 5.1[1], que establece la
invarianza de los modelos p-estables entre las diferentes lógicas paraconsistentes,
entre las que se encuentran las estudiadas aqui: Cω,Pac,G’3 .

Existen varias ĺıneas para futuros trabajos, una de estas es investigar cual es
la clase de programas en la que nuestros resultados siguen satisfaciéndose y lo
que sucede con las semánticas correspondientes.
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