Programas Loégicos Disyuntivos y la
Demostrabilidad de Atomos en C,,

Mauricio Osorio!, José R. Arrazola?, José L. Carballido?, and Oscar Estrada?

Y Universidad de las Américas - Puebla, osoriomauri@gmail.com
2 Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, {arrazola,
carballido}@fcfm.buap.mx, oestrada20050gmail.com

Resumen Tomando como base las ideas presentadas en [1], general-
izamos algunos de sus resultados a programas disyuntivos; dichas gen-
eralizaciones se obtendrdan extendiendo el siguiente resultado presentado
en [1]: Dado un programa normal P y a un dtomo, se tiene que P F¢ a
si, y sélo si, P k¢, a.

1. Sintaxis y Notaciones

Estamos considerando un lenguaje formal (proposicional) conformado por:
un conjunto numerable de elementos llamados atomos L, los conectivos bina-
rios estandar A, V, —, y el conectivo unario —. Las férmulas y las teorias son
construidas como es usual en légica clasica.

2. Axiomatizaciones

En este caso partiremos de una légica bésica, la 1égica positiva, a partir de la
cual al agregar diversos axiomas podremos obtener axiomatizaciones para cada
una de las logicas que incluye nuestro estudio.

La légica positiva se define como el conjunto de axiomas:

= Posl ¢ — (¢ — )

= Pos2 (¢ — (¥ = 0)) = (¢ = ¢¥) — (¢ — 7))
m Pos3 oAy — ¢

= Posd p AYp — @

» Pos5 ¢ — (¥ — (¢ AY))

= Pos6 v — (p V1))

= Pos7 ¢ — (p V)

" Pos8 (p —0) = (¢ = 0) = (pV§ —0))

Junto con la regla de inferencia Modus Ponens (MP) que nos permite obtener
¥ de p y ¢ — 1. Esta regla de inferencia estard presente en todos los sistemas
16gicos que se definen a continuacién asi como en todos aquellos que sean tratados
en este trabajo.

El sistema C,, creado por da Costa, se define como el conjunto de axiomas
de la légica positiva, agregando los siguientes axiomas:



= Cwl oV —p
= Cw2 ——p — .

C,, es la légica paraconsistente mas pequena, es preciso hacer notar que ¢ V —p
es teorema de C, mientras que (¢ A =) — 9 no lo es, esta ultima afirmacién
es una de las motivaciones en la creacién de légicas paraconsistentes.

La légica paraconsistente de tres valores Pac se obtiene agregando a la légica
C,, los siguientes axiomas:

Pacl ((¢ — ¢) — ) — ¢

= Pac2 p — .

Pac3 (=(p V) = (2o A=) A ((mp A =1p) — =(p V1))
Pacd (=(p AY) = (e V=) A((mp V —1h) — =(p AY))
Pac5 (=(p — 1) = (¢ A=) A ((p A ) — (e — 1))

En otra direccién, la logica intuicionista se define como la légica positiva
junto con los siguientes axiomas:

= Intl (¢ = ¢) — (¢ = ) — —p)
s Int2 ~p — (@ — V).

Una de las l6gicas intermedias més conocidas, la l6gica HT (Here and there),
se obtiene a partir de intuicionismo agregando el axioma:

» G3 (=)= ((p—=1) = p) = ).

Esta légica es equivalente a la 16gica trivaluada de Godel Gs.

Podemos obtener la Logica Clasica de alguna de las dos siguientes formas:

= La logica intuicionista agregando el axioma:
e CL1 (¢ — ¢) — ¢
= Un conjunto axiomético mas pequeno, que consta de los axiomas Pos1, Pos2
y un tercer axioma:

e CL2 (¢ — ~p) — (- — ¢) — ¥)

Una vez que hemos presentado estas légicas es importante encontrar las rela-
ciones existentes entre ellas. Gracias a la axiomatizacion tipo Hilbert podemos
comparar las légicas, sin embargo més adelante se hard una comparacién mas
detallada.

Notaciéon: Emplearemos la notacién Fx F para denotar que la fémula F' es
demostrable ya sea como tautologia o como teorema en una légica dada X. La
notacién estdndar para hablar de demostrabilidad en teorfa de modelos es |
mientras que para el caso de teoria de prueba se emplea . Abusando de la no-
tacion en este trabajo emplearemos - para ambos casos.

Una teoria T es simplemente un conjunto de féormulas, su lenguaje, denotado
como L7, es el conjunto de atomos que aparecen en la teoria. Dada una teoria



T definimos la negacién de la teorfa como =T = {—A | A € T'}. Una literal es un
atomo a (una literal positiva) o la negacién de un dtomo —a (una literal nega-
tiva). El complemento de un conjunto de dtomos lo denotamos por M = L1\ M.

Si T es una teoria empleamos el simbolo T' Fx F para denotar que Fx

(Fy A--- AN F,) — F para algunas férmulas F; € T. Si T es una teorfa y M un
conjunto de dtomos escribiremos T IFx M cuando: T Fx a para todo a € M y
M es un modelo estdndar bivaluado de T' (como en ldgica cldsica).
Diremos que la légica X es mds fuerte que la 16gica Y si Th(Y) C Th(X), donde
Th denota la cerradura deductiva de la teoria, anadlogamente X es mds débil que
la 16gica Y si Th(X) C Th(Y). De acuerdo a estas definiciones una légica Z
estard entre las légicas X y Y si es més fuerte que la primera y a la vez mas
débil que la segunda.

3. Trivaluaciones

3.1. Légica Paraconsistente de Tres Valores Pac

Posiblemente la forma maés facil de generar una légica paraconsistente es us-
ando una légica multivaluada, es decir, una légica con méas de dos valores de
verdad. Las férmulas que son validas en una interpretacion multivaluada son
aquellas que tienen valor designado, donde el valor o los valores de verdad desig-
nado(s) son simplemente algunos valores de verdad que se fijaron previamente.

Una légica multivaluada sera paraconsistente si permite para alguna férmula
que tanto ella como su negacion tomen el valor designado. Esta es la forma en que
podemos construir la logica paraconsistente de tres valores a la cual llamaremos
Pac.

La logica Pac tiene una estructura basica formada por tres valores de verdad
V, F'y L; los dos primeros corresponden a los valores de verdad clésicos, “ver-
dadero” y “falso”, mientras que el tercero representa que el valor de verdad es
tanto verdadero como falso. Nosotros identificaremos los valores de verdad V,
1L y F con los valores 2, 1 y 0 respectivamente. De este conjunto de valores se
toman a dos de ellos como designados, 2 y 1. Esta logica consta de un lenguaje
formal (proposicional) que contiene un conjunto numerable de férmulas atémi-
cas, L, los conectivos binarios Vpac, Apac ¥ —pac ¥ €l conectivo unario —p,e.
La valuacién de los conectivos —ipac ¥ —pac Se encuentran en el Cuadro 1, y
definimos a Vp,e b = maz{a,b} y a Apac b = min{a, b}.

Cuadrol. Valuacién de los conectivos —pac ¥ —Pac-

QA | Pac@ —Pac 0 1 2
0] 2 0 (222
1 1 1 0112
21 0 2 (012




Esta 16gica fue investigada y axiomatizada en [2], donde se muestra que
es la légica paraconsistente méaxima en la que las contradicciones no implican
cualquier cosa.

Como consecuencia de lo visto en la seccién anterior tenemos que C,, y Pac
poseen el Teorema de la Deduccién.

3.2. Definicién de G3 y G’3

Construiremos dos logicas trivaluadas definiendo primero sus conectivos bésicos,
negacién e implicacion, consideraremos la valuacién de los conectivos Tagr Targ
Y —ay-

En el Cuadro 2 el lector puede observar la correspondencia entre los conec-
tivos y las valuaciones para —_, 7q., ¥ —q,-

Cuadro2. Valuacién de los conectivos =g, 7., ¥ —¢. -
3 3 3

= al—. a 5

N —=O| o
Q
N l\?w«

el
0
1
2

MEINMENES

0 1
212
0|2
01

oo |@

Se tienen dos negaciones distintas, tomando cada una de ellas construimos
una légica diferente: Gg con los conectivos =y —, v la légica G5 con los
conectivos =,y —,. La disyuncién y conjuncién para Gz y G’z son a Vb =
max{a,b} y a Ab=min{a,b}.

En Carnielli et al. [3] se presenta la légica G’3 unicamente para probar que
aV (o — ) no es un teorema de C,. Como consecuencia de esto se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 1 G’3 es robusta con respecto a C,,. Es decir cada teorema en C,, es
una tautologia en G’z .

Si deseamos encontrar la relacion que existe entre G’s y Pac tenemos que
G’3 mno es comparable con Pac dado que kg, —a A -—a — b mientras que
Vpac ma A =—a — b, por otra parte Fp,. & — ——a pero /g, a — ——a, donde
los conectivos estan parametrizados respecto a la légica indicada. En la Figura 1
podemos encontrar un esquema que nos permite comparar algunas de las légicas
que hemos presentado.

Un resultado simple pero interesante es que en G’s es posible expresar Gg,
dado que — a = a =, (7g,a A 76, g, a). Ademds de que la definicién de

o estd basada en la traduccién propuesta por Gelfond[4].



Figural. Comparacién de algunas logicas

a Pac
/ w \ ,
Pos G
o I 3
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4. Programas Légicos

Definiciéon 1 En nuestro contexto un programa légico es unicamente una
teoria y una clase de programas légicos es un conjunto de programas légicos.

De hecho podemos pensar que las palabras teoria y programa son sinénimos,
usualmente empleamos la primera cuando estamos en el contexto de légica y el
segundo cuando se trata de programacion.

La sintaxis de las férmulas usualmente se define en términos de algunas
férmulas especiales conocidas como clausulas.

Definicién 2 Una clausula es una formula de la forma H «— B donde la impli-
cacion es el conectivo principal y H, B representan férmulas.

= Las formulas H y B se conocen como cabeza y cuerpo de la cldusula respec-
tivamente.

= La cldusula L «— B se le llama constraint y se dice que la cabeza estd vacia.

s Una formula H, cuyo conectivo principal no sea una implicacion se lla-
mard un hecho.

En la literatura referente a la programacién légica podemos encontrar difer-
entes clases de programas.

Definiciéon 3 Una clausula disyuntiva es una cldusula cuya cabeza es una disyun-
cion de dtomos mientras que el cuerpo es una conjuncidn de literales (dtomos o
dtomos negados). Un programa disyuntivo es un conjunto de cldusulas disyun-
tivas.

5. Demostrabilidad de Atomos en C,

Definiciéon 4 Sea P un programa disyuntivo, definimos:
To Pos(P):={a1VasV---Va,VerVeaVe-Vey «—by Aba A Abg
|ar VagV---Va, «——b ANbg A~ ANb A—=ci A—eg A=+ A —ep, € P}

Lema 2 Sea P un programa disyuntivo y a un dtomo, entonces:
P k¢ a si, y sdlo si, To.Pos(P) k¢ a.



Demostracion. Inmediato de la definicién de To_Pos(P) y los teoremas de C.

Lema 3 (De Jongh and Hendriks [5]) Sea L={A«— B:A,Be AV, L, T|}
y sean T una teoria contenida en L y F una férmula en L entonces T F¢ F si,
y solo si, T F; F.

Lema 4 (Carnielli and Marcos [3]) Sea L el lenguaje formado por las formu-
las positivas y sean T una teoria contenida en L y F una formula en L entonces
T k1 F implica que T k¢, F.

Observe que, si A,C ¢, D y B,~C' F¢_,D entonces A, B ¢, D, como
consecuencia del Teorema de la Deduccién y de que Pos8 pertenece a C.,.

Lema 5 Si A;, As, ..., A,,C e, Dy By, By, ..., By, ~C ¢, D, entonces
A1, Ag, . Ap,B1,Bo,...; By, b, D.

Demostracion. Inmediato de la observacién anterior.
Lema 6 Sea P un programa disyuntivo, entonces P k¢, To_Pos(P)

Demostracion. Observemos que al aplicar el Axioma Pos7 y Modus Ponens
podemos probar que C k¢, AV C (%), y ademds, podemos mostrar que:
(BA-C) — A,B,-CtF¢c, AVC (**¥). De (*) y (**) se sigue por el Lema 5 que
B, (BA-C) —A ¢, AVC y por Teorema de la Deduccién tenemos que (BA—C)
—A ke, B=(AVC).

Haciendo lo mismo para cada clasula de P tenemos que P F¢_, To_Pos(P)

Proposicion 7 Sea P un programa disyuntivo y sea a un dtomo, entonces
P k¢ a si, y sdlo si, P ¢, a

Demostracion. Supongamos que P ¢ a, como C,, es mas débil que C' tenemos
que P F¢ a.
Supongamos que P ¢ a, por el Lema 2 sabemos que To_Pos(P) k¢ a, por
el Lema 3 tenemos que To_Pos(P) b a, por el Lema 4 To_Pos(P) k¢, a (*).
Ademés por el Lema 6 P ¢, To_Pos(P) (**) asi que, por transitividad de
(*) v (**) tenemos que P k¢, a.

Corolario 8 Sea P un programa disyuntivo y a un dtomo. Si X € {Pac,G’s }
entonces P F¢ a si, y sdlo si, PFx a.

Demostracion. Inmediato del Teorema 1 y la Proposicién 7.

6. Conclusiones

En este articulo fueron abordados diversos sistemas l6gicos, algunos de los
cuales son nodos inicial o final de lattices de sistemas légicos paraconsistentes.
Ademas, de este estudio se concluye la relacion existente entre estas lattices y la



légica clasica en la deduccion de dtomos, teniendo como premisas programas 16gi-
cos disyuntivos, estos resultados extienden otros desarrollados para programas
l6gicos normales, como el ya citado en la introduccién, el cual es un resultado
interesante por s{ mismo. Mds atn, algunos resultados importantes de [1] que
involucran seménticas para programas logicos normales podrian ser extendidos a
programas légicos disyuntivos; Tal es el caso del Teorema 5.1[1], que establece la
invarianza de los modelos p-estables entre las diferentes légicas paraconsistentes,
entre las que se encuentran las estudiadas aqui: Cy,, Pac,G’3 .

Existen varias lineas para futuros trabajos, una de estas es investigar cual es
la clase de programas en la que nuestros resultados siguen satisfaciéndose y lo
que sucede con las semanticas correspondientes.
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