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I’apprentissage des réseaux de neurones

Linda OTMANI ! et Abdelkader BENYETTOU 2

1 Université de sciences et de technologie d’ORAN-Mohamed Bodiaf-
Faculté des sciences-Département d’informatique-Laboratoire SIMPA
ot mani _| i nda@ahoo. fr
2 Université de sciences et de technologie d’ORAN-Mohamed Bodiaf-

Faculté des sciences-Département d’informatique-Laboratoire SIMPA
aek. benyett ou@ni v- ust o. dz

Résumé : Les méthodes Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) , s’inscrivent dans le cadre
du formalisme Bayésien .On peut dire que 1’application de ces méthodes a 1’apprentissage des
réseaux de neurones peut apporter plusieurs avantages, tout d’abord, I’introduction de connaissances
a priori est susceptible d’améliorer I’estimation des parameétres. De plus, le formalisme Bayésien
permet une analyse compléte des incertitudes et des probabilités des données. Dans cet article, nous
présenterons briévement le principe de ces méthodes, qui présentent I’avantage d’étre utilisables, et
nous allons montrer leurs applications pour ’apprentissage des réseaux de neurones.
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1 Introduction

Les méthodes bayésiennes ont été appliquées ces derniéres années aux réseaux de neurones par différents
auteurs, notamment dans les travaux de MacKay 1992 a [1], MacKay 1992 b[2],Neal 1992[3] , Neal 1994[4],
repris dans Neal 1996 [5], et Buntine et Weigened 1991, Bishop 1995, et plus récemment Freitas 1998, Vehtari
1999 et Freitas 2000.

Weigened (1991), Mackay (1992) et Neal (1994) ont montré que les méthodes bayésiennes pour 1’apprentissage
des réseaux de neurones peuvent apporter plusieurs avantages, car il n’est pas nécessaire de limiter la taille du
réseau pour éviter le sur ajustement, et que le nombre de neurones cachés peut tendre vers I’infini, le seul
facteur qui doit limiter la taille du réseau est la capacité des ordinateurs utilisés et le temps disponible pour
effectuer les calculs nécessaires, mais comme les paramétres utilisés sont issus d’une distribution de probabilité,
il est nécessaire pour connaitre un paramétre de calculer des intégrales faisant intervenir les distributions des
autres parametres.

Il est, en général, impossible de calculer ces intégrales analytiquement, et plusieurs approches ont été proposées
pour effectuer ces calculs. Mais soit ces méthodes sont trés lourdes a implémenter, soit elles reposent sur des
approximations qui peuvent fausser les résultats, et cela a cause des parameétres utilisés (parameétres du réseau de
neurone) qui sont issus d’une distribution de probabilité, pour inférer ces parameétres on est confronté soit a un
probléme d’intégration ou d’optimisation comme celui de notre cas.

Pour résoudre ce probléme nous avons opté pour I’algorithme appelé «reversible Jump MCMC Simulated
Annealing» proposé par [6] [10] et qui s’inscrit toujours dans le cadre des méthodes MCMC , et nous allons par
la suite vérifier son application pour I’approximation des fonctions.



2 L’inférence Bayésienne

Dans un formalisme Bayésien, toute inférence repose sur la densité a posteriori des paramétres qui nous
intéressent conditionnellement aux observations. [7]

Supposant que y = (v, ..., yy) soit le vecteur des observations et 8 = (0 ;, ..., 8 4 € O soit le vecteur de
paramétres a estimer.

La densité a posteriori p(6 \y) conjointe de tous les paramétres du modéles est définie a partir du théoréme de
Bayes :

0/ = PO'O)  pO) (1)
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p(y\0) est la densité de probabilité conditionnelle des observations connaissant les paramétres du modéle :
fonction de vraisemblance. [8][9]

p(0) est la densité a priori des paramétres & choisie en fonction des connaissances disponibles sur € avant la
prise en compte des observations.

p(y) est une constante, indépendante de @, aussi appelée évidence Bayésienne .

1.1 Estimation paramétrique Bayésienne
1.1.1. Estimateur (MMSE)

L’estimateur MMSE est défini par la moyenne de la densité a posteriori considérée.
Etant donné un vecteur de paramétres & et un vecteur d’observation y on a :

O mse = je p(0/y).do )
(€]

1.1.2. Estimateur MAP
L’estimateur MAP est déterminé par le mode de la densité a posteriori considérée :
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Figurel : Estimateurs paramétriques Bayésien

Pour résoudre un tel probléme, nous proposons une méthode de simulation de densités de probabilité telle que la
méthode Monte Carlo par Chaine de Markov, basée sur la génération de variables aléatoires distribuées suivant
une loi 7 a simuler.

2 Le modele adopté
Pour réaliser notre travaille, nous allons adopter le schéma d’approximation proposé par Holmes et Mallicke
(1998) [10], qui consiste a mixer les £ RBFs et la régression linéaire. Ce modele est donné par :

Moy =b+p" x+n k=0; 4)
Zk
Mey = &md(|x-wl) b+ B x+n k21 (5
<k<k,
D’ou ||.[[ : distanc€ (euclidienne ou de mahalanobis).

W eR ) ‘:*me centre RBF pour un modéle avec k£ RBFs,
a; € R : j °™ coefficient (poids) RBF,



b € Ret fe R xR : paramétres de la régression linéaire,
n; € R°:séquence de bruit.

¢ :Une fonction RBF, (fonction gaussienne).

Le schéma suivant représente notre modeéle adopté

y=D (/4 Lktd s X 1:N,1:d)a Lledek e T 1y
= Le traitement du bruit est normalement (6)  distribué comme suit :

N Ter 0 0]
0 0 o) 0
0 1o o .. o

Un bruit additif, blanc, gaussien, de moyenne nulle et variance = o~ .
= Les inconnus sont :

v' Le nombre de RBFs : £,
v’ Les paramétres des k RBFs : a, pet o’

3 Position du probléeme
Etant donné I’ensemble de données d’entrée /sortie {x, y} tel que :
0 = {X], X2 cei s XN VL YV2,5 ooes yN}:
Notre objectif est d’estimer ket @ € @, D’ou
Oy o R xR, et
Or LR XR) xQy pour ke {1, ..., kyat .
Cad ae#?d”%)c; ce (R etye,
On note que :
% Le nombre maximal de RBFs est défini par :

Q}leﬁ kmax= (N_(d+1))2. (7)
Qu=Ap; s, €[ mnx,, — tZ2,max x .y, + 1E,]

pour i =1,..,d} (®)
1 : un paramétre utilisateur. La prémisse ici est de placer les fonctions ou les données sont condensées. Les
centres sont échantillonnés d’un espace dont I’hyper volume est [Freitas 98]

y/k = (1_[;(1+2z )Ei)k

avece
== H max (xl:N,i) — min (xl:N,i) H

4 Les MCMC pour ’apprentissage bayésien

L’inférence de k et @ est basée sur la distribution jointe a posteriori p(k, @\ x, y), obtenue par le théoréme de
Bayes. Notre but est d’estimer cette distribution pour obtenir « théoriquement » tous les éléments du posterior.
L’idée principale des MCMC, est de construire une chaine de Markov dont la distribution stationnaire est la
distribution a posteriori désirée p ((i;(@,k\élé,” ).

Comme nous 1’avons déja dit, une méthode MCMC simple n’est pas capable de « sauter » entre les sous espaces
de O, (de dimensions différentes). Cependant, récemment Green a introduit une nouvelle classe flexible,
d’échantillonneurs MCMC, appelée « reversible jump MCM Cy» [10]. Capable de sauter entre les espaces des
parameétres de dimensions différentes. [11].
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Figure2 : Le modéle linéaire d’approximation d’un RBF a

trois fonctions RBF, deux entrées et deux sorties. 1

Une stratégie de recuit simulé peut étre adoptée a cet 1’algorithme, pour tirer des échantillons aléatoires a partir
de la chaine de Markov. Ces échantillons sont utilisés pour approximer I’inférence désirée. [10] [12] [13].

P(k, Hyseenees /Jk/an/) o |:H(ylc\",i P:,k yl:J\",i)l/z:| p(k)

i=1

4.1. Estimation des poids
Etant donné £, ul, ..., uk, l'estimation des moindres carrés de a est donnée par :

(LTS [DT (/ul:k 5 X)D (ﬂ]:k > x)]—] D’ (,ul:k > x) YN,

4.2. Estimation des paramétres du bruit
En utilisant 1’estimation conventionnelle de la distribution gaussienne, ’estimation de o ° est donnée par :

A2 1 A A\ A A 1, N
i = N Vv —H Mg X | Yivi T H M X )P | = v Vv B Vv (10)

* . . . . ,
D’ou P, est une matrice orthogonale de projection des moindres carrés :

P= 1, - D(,ul:;, x) [Dr(ut;, xJ D[ul;;, XH b T[/‘M: x) (1)

4.3. La distribution jointe a posteriori
» On peut imposer la distribution a priori sur & :

P(k) oc exp [P (12)

9

D’ou P est un terme de pénalité qui dépend de I’ordre du modéle. En se basant sur le critére du minimum
description length (MDL),

PMDL = 6/2 ZOg (N)
&= nombre de paramétres du modele = k(c+1) + ¢(1+d) en cas d’un réseau RBF.

P (k)= exp { —( wj log N} (13)

2

» La fonction de vraisemblance est comme suit :

p < {ﬁ(y{m Pj,k Y1;N,i)%:| (14)

i=1

» Sachant que les échantillons du bruit sont gaussiens, la distribution jointe a posteriori p (k, uy, ..., t \x,p) est
donnée par : Freitas 98

c

p ks tty sy 1 x,y) o { (v, Pr yw,,»)l/z} p(k) (15)

i=1

-3-



» Par conséquent l'évaluation du maximum a posteriori (MAP) de ces paramétres est obtenue par la
maximisation du coté droit de (Equ.15).

p (k’ MA)MAPOC argma HJ{NJ P, th[)Vz}ex{_(W\] IOM

ke, gl ke €Q =l
(16)
Nous allons utiliser 1’algorithme Reversible jump Markov Chain Monte Carlo Simulated Annealing (R-J-
MCMC SA), pour estimer jointement 1’ordre du modéle k (k <=k max ) et les centre RBF i/, ..., uk,a

chaque itération. [14] [15]

5. L’algorithme R-]-MCMC simulated annealing

1. Initialisation de: (k”, 0 ) € ©;

2. Itération i
<+ Echantillonner u ~u o, 1) et initialiser la température ;
+ Si Alors « birth » ;

< k(i)

(u<b
Sinon si (u <b Wy T d k(i))Alors « death » ;

Sinon s1( u<b vy T d vy TS k(l_))Alors «split » ;

Sinon si ( u< bk(i) + dk(l_) +8 40 My ) Alors «merge » ;

Sinon mettre a jour les centres RBF ; Fin si

<+ Réaliser une étape MH avec le rapport d’acceptation recuit.
1.i«i+ letallera2;
2. Calculer les coefficients « ;. ,

5.1. Les sauts de I’algorithme
Supposons que 1’état courant de la chaine de Markov est (k,0 ;). A chaque itération, cet algorithme effectue
I’un des sauts suivants : [10] [16]

5.1.1. Saut de naissance « Birth jumpy

- Proposer aléatoirement un nouveau centre RBF a partir de I’intervalle (Equ.8) ;

- Evaluer A v, et échantillonner u ~u (o, 1);

- Siu < A i alors 1’état de la chaine de Markov devient (k+1, u ; . x+;) sinon elle reste (&, u ;- ).

o . N/2
T birth c [[ yl7:-N,i Piv YVin,i ] :| M

yler,i p:kn Yin,i (k+1)

i=1

d’ou pZ est donné dans (11).

C =[(ctl) log (N)/2 ] selon le critére MDL.
A pinn = min (1, T biren)-

5.1.2. Saut de mort « death jump »

- Supprimer aléatoirement un des & centres RBF dans (Equ.5);

- Evaluer A geqn, et échantillonner u ~1 g, 11;

- Siu <A jeamalors 1’état de la chaine de Markov devient (k-1, p ;. 4.;) sinon elle reste (&, i ; ).

. NJ2
I death — l—C[|:( le:N,i Pik Vin,i } ‘| k exp (C)

T P
=t [\ Vv, i Pik-1 YVuni 4

A death — min (1 , I death)-



5.1.3. Saut de scission « split jump »
- Choisir aléatoirement un des centres RBF y ;
- Le remplacer par ses voisins les plus proches u/, u2 tel que ul = u—u, ¢
etu2 =p+u,(;
- Le nouveau centre doit étre li¢ a I’espace Q; dans (Equ.8) ;
€ est une constante (paramétre de simulation) et u ~u [o, ;.
- Evaluer A i, et échantillonner u ~u (o, 1);
- Siu < A sy alors I’état de la chaine de Markov devient (k+1, st ; . +,) sinon elle reste (k, 1 ;- 4).

. N2
T split = ﬁ ( Vi, i Pix Vv, i } k<& exp(— C)

ygN, i p: k1 VN, i (k + 1)

i=1
A split = min (19 r spli1)~

5.1.4. Saut de fusion « merge jump »

- Choisir aléatoirement un des k terme RBF g ;

- Trouver son voisin proche ;. (en utilisant la distance euclidienne) ;

- Si || wl- u2 ||< 2 ¢, alors remplacer les deux fonctions RBF par une seul RBF dont la location est x4 = (ul-
u2)/2 ;

- Evaluer A perge, et échantillonner u ~u g, 15

- Siu <A pergealors I’état de la chaine de Markov devient (k-1, p ; . ;) sinon elle reste (k, 1 ;. 4).

) T * N2
. _ ﬁ Yin,i Pik Yin,i k exp (C)
e i=1 YIT;N,,‘ p; -1 Yin,i é/(k - 1)
A merge: min (l’ T merge)'

5.1.5. Mise a jour « update move »

L’échantillonnage des centres RBF est difficile, puisque leur distribution est non linéaire. La on échantillonne
un a la fois en utilisant un ensembles d’étapes MH.

Pourj =12, ..... Lk

» Tirer un échantillon U~Hp 1)

*Siu<0.5
+ Echantillonner aléatoirement un centre RBF & partir de I’intervalle initialement fixé dans (Equ.8).
< Calculer H;

r . N2
C
T update = H (yer,z Pi yl:N,zJ

T -
i=1 \ Yin,i Pi,k Vin,i

L] *
D’ou P; i estle méme que P, avec f i 1. remplacé par :{u; ;.o M2 1 a e M1 » Sl L e
Kj1:d} i kd
% Siv~ upo < min {1, r ypaue} alors 1’état devient
(k p, o oo -1 s Wisss -, i) sinon il reste inchangé.

*Siu>0.5
% Echantillonner aléatoirement un centre RBF & pastir de la distribution :
ﬂ*'ld\'ufff-'d ~N W1 a 1y, Hj
R o}
o o T * RW N /2
* Vupdate = YieN, i Piok YN
s -
- Yirenv,i Pisk YN
S Siv~ up Smin {1, 7 ypaae alors Iétat devient (k, ;.0 tos:a oo j11:d> s MirL g s e Mkl :d) 5
sinon il reste inchangg. 'j, 1d

5.2. L’optimisation



D’une perspective MCMC, on peut résoudre un probléme d’optimisation, comme celui posé dans notre cas, en
adoptant la stratégie du récuit simulé. Cette derniére implique la simulation de chaine de Markov non homogéne
dont la distribution a I’itération i, n’est pas z (z) mais :

mi(z) " (z)  avec  T:latempérature
Lorsque i — oo =0, la densité n” (z) se concentre sur 1’ensemble des maximaux globaux 7 (z) .
Si I’on considére le noyau de transition de 1’algorithme (R-J-MCMC) Tz, z*) comme loi de proposition, le

rapport d’acceptation recuit est donné par :

ARJSA = min {1, 47[ vy (Z*)}

g Wh-1) (Z)

6 Explication des étapes de I’algorithme
1- Initialisation :

Les valeurs initiales de y;, ..., y; sont aléatoirement choisies selon (Equ.10).
2- La boucle :

¢ Les sauts « birth » et « death » permettent au réseau respectivement de s’augmenter de k a k+1, et de se
baisser de k a k-1.

¢ Les sauts « split » et « merge » permettent aussi de changer la dimensionde ka k+/ etde k a k1.

¢ Le saut « merge » sert a éviter de placer plusieurs fonctions RBF dans le méme voisinage. D autre part
le saut « split » est utilisé dans les régions de données ou il y a des composantes étroites.
Remarques :

¢ Le noyau résultant de la simulation de la chaine de Markov est donc un mélange de plusieurs noyaux
de transition liés aux mouvements décrits ci-dessus.

¢ A chaque itération, un des sauts (b, d, m, s, u) est choisis aléatoirement. Les probabilités pour choisir
ces sauts sont respectivement by, d, my, si et uy, tel que by + dy + my + 5, +up =1 avec 0=k <k,u). Le
saut n’est effectué que si I’algorithme 1’accepte.

v/ Pour k = 0, les sauts mort, scission et fusion sont impossibles, donc :
d():(),' m():();so:O.

v’ Pour k = 1, le saut fusion est interdit. Donc m/ = 0.

v Pour k = k., les saut naissance et scission, ne sont pas autorisés et pour cela ; bupar = 0, S fmar
= 0.

# Notre algorithme, donne la MAP jointe estimation de y; ., et k avec
bk:dk =My =S = U= 0.2.
7 Application : Approximation des fonctions
Les fonctions a simuler sont des fonctions non linéaire a deux variables, ou les entrées (X,y) sont tirées d’une
distribution gaussienne avec une moyenne nulle, une variance =1 et un bruit v.
Un apergue de la vraie fonction, et celle réalisée par 1’algorithme

G

Fier = Fier B

@
&

@ — — Vraie fonction
= + Testdata
@ g prédiction
= 95 - T
= w 5 T
[ “
5 =
a =
@ W & 2
aQ
o a
© ]
= | | | | | | | | | 3
935 2y . . L . . . . . .
0 50 o0 150 20 20 30 ®  40  # 5w = e s TR T T :
Itérations o Entées apprentissage
o 93 4 T T T T T
o
[
5 al o
s =
@ 0
@ 91 =
= D 2
o %]
S " \ . | . | L L L L
“ a 01 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1
% & Entrées test
e | , |

| | | | | |
0 50 0 150 200 20 30 3B/ 400 450 500
Itérations



) Résultats de test et d'apprentissage E]@E|

94.4214 52,2006

S =l | 0.0032664 RN | 00045945

nombre d'unitées 2

8 Conclusion

Dans cet article, on a présenté une technique pour I’apprentissage des réseaux de neurones, s’appuyant sur le
principe des méthodes Monte Carlo par chaines de Markov .L’intégration de ces méthodes a 1°apprentissage des
réseaux de neurones, nous a mené a des résultats satisfaisants par rapport a d’autres algorithmes classiques
d’apprentissage.

L’application de ces méthodes a 1’approximation des fonctions nous a indiqué clairement que cette technique
d’apprentissage représente une alternative intéressante et prometteuse dans les méthodes existantes.

Dans cet article, nous avons donné une estimation du bruit, et du nombre de paramétres pour un modéle de
réseau RBF d’une fagon générale.

Nous avons adopté une inférence bayesienne, avec 1’algorithme MCMC a sauts réversible pour effectuer les
intégrales nécessaires, par conséquence une minimisation du temps d’apprentissage et de I’erreur pour le réseau

de neurones.
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